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x(t)معادلۀ حرکت متحرکی  - 141 t t2 3 1   در بازة  است. آهنگ متوسط[ , ]2 مکان متحـرك در  تغییر اي چقدر از آهنگ لحظه 4

 شروع بازه بیشتر است؟

1 (3  2 (2  3 (5/2  4 (5/3  

در تابع  - 142
ax b

xf (x) x
c x

    
 

2
22
2

fاگر  ،  ( ) 2 aباشد، حاصل  3 b c   کدام است؟ 

1 (3  2 (27  3 (3-  4 (27-  

xاگر  - 143
f (x)

x





4

2  حاصلباشد،  7
x

f (x) f ( )
lim

x

 


3 3

1
1

 کدام است؟ 1

1 (1
5   2 (1

5
     

3 (1
15   4 (1

15
   

fتابع  - 144 (x) x [x ] | x | 2 2 xراست و چپ این تابع در  هاي مماس نیماگر شیب  .مفروض است 3  به ترتیـب برابـر مقـادیر  3

m1  وm2  باشند، آنگاه حاصلm m1 (کدام است؟ 2    :(.نماد جزء صحیح است 

1 (9  2 (6  3 (4  4 (3  

fاگر - 145 (x) x  2 fمشتق  ،باشد 3 (x)
g(x) f ( )

x
 xدر  2 1 کدام است؟  

1 (3
24  2 (3

12  

3 (6
24  4 (6

12  

fها سهمی  xموازي محور  Lخط  - 146 (x) x 22 در این نقاط بر هم بر سهمی هاي رسم شده  کند و مماس نقطه قطع می دورا در 3

  کدام است؟  این دو نقطه مجموع عرض .عمودند

1 (6
12  2 (23

4  3 (21
4  4 (21

4  

fاگر ، وي مجموعه اعداد حقیقی پیوسته هستندر gو  fتوابع  - 147 ( )5 3 ،g( )2 5 ،f ( ) 5 4 ،g ( ) 3 gو 2 ( ) 
12 باشـند،  2

حاصل 
x

g(f (g(x))) g( )
lim

x


2

3
2   کدام است؟  4

1 (2  2 (2-  3 (4  4 (4-  

  است. اجباريبراي همه دانش آموزان  پیشروي نرمالهاي  پاسخ گویی به سؤال
دقیقه 20پیشنهادي :                                                                                        )100تا  77هاي:  (صفحه مشتق 

آزمون وی ای پی
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اگر  - 148
2

4 2
2 3

3 2
x

f (x)
x x




 
0fآنگاه مقدار  ،باشد ( )  کدام است؟  

1 (3
2  2 (5

2    

3 (5
2  4 (3

2  

3 تابع - 149 2 3f (x) |x mx (m )x|     ناپذیر است. مجموع مقادیر صحیح ممکن براي  در یک نقطه مشتقفقطm  کدام است؟  

1 (11  2 (15    

3 (18  4 (21  

تابع  - 150
x ، x

f (x) x
x ، x

  



    


3

2
0 1

82 1 43 3
اي  بر منحنی این تابع در نقطـه واقع هاي مماس نیمرا در نظر بگیرید. اگر  4ب با دوره تناو 

  کدام است؟  ABقطع کنند، جزء صحیح طول پاره خط  Bو  Aها را در نقاط  محور عرض 7xبه طول 

1 (4  2 (13  3 (30  4 (39  

  

 

تابع  - 151
2

24
x

f (x) a x    2در فاصله[ , ) اکیداً صعودي - 2 ، 2بازه ( هاي یک از زیر مجموعه ي است و در هیچاکیداً صعود (

  چه مقداري خواهد بود؟  aنیست. 

1 (4  2( 4  3 (4  4هیچ مقدار (  

2تابع  - 152 31f (x) (x ) x a    1هاي  نقطه بحرانی به طول 3داراي،a نقطـۀ بحرانـی  3باشد، مساحت مثلثی کـه بـا ایـن  می 7و

  کدام است؟  ،شود تشکیل می

1 (56  2 (126  3 (108  4 (144  

4yنی تابع مساحت چهارضلعی که از اتصال نقاط بحرا - 153 x||x| |  شود، کدام است؟  حاصل می  

1 (24  2 (32  3 (36  4 (40  

2fتابع  - 154 (x) x [cosx]   3در بازة
2 2( , )
 

 نیمم نسبی دارد؟  به ترتیب چند نقطه ماکزیمم نسبی و می  

1  3 (1) صفر2  صفر -) صفر 1 1  4 (2 1  

  است. اختياريبراي همه دانش آموزان  روي سریع  پیش هاي پاسخ گویی به سؤال
دقیقه 20پیشنهادي :                                                                                         )120تا  101هاي:  (صفحه کاربرد مشتق
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bاگر  - 155
f (x) ax

x
 

1  1در 2A( ,   عرض اکسترمم دیگر آن کدام است؟  ،اکسترمم نسبی داشته باشد (

1 (2
3  2 (4

3    

3 (8
3  4 (10

3  

2g(x)نسبی تابع  minبه صورت مقابل است. طول نقطه  f(x)نمودار مشتق تابع پیوسته   - 156 f ( x)   کدام است؟ 

 

  

 

1 (x 1  2 (x 4   

3 (x 0  4 (x 3  

22fفاصلۀ نقطۀ مینیمم مطلق تابع  - 157 (x) x x x   هاي اول و سوم کدام است؟ از نیمساز ربع  

1 (1
4  2 (1

2  3 (2
4  4 (2

2  

3اگر  - 158 4 10f (x) x x    3و 22 6 3g(x) x x   گاه مجموع مقادیر ماکزیمم و مینیمم مطلق تـابع  باشد، آنfog  در بـازة

1 2[ , ]  کدام است؟  

1 (110  2 (95  3 (116  4 (126  

  باشد، بیشترین مساحت این مستطیل کدام است؟  9اگر مجموع یک قطر و یک ضلع مستطیل برابر  - 159

1 (9 2  2 (9 3  3 (8 2  4 (8 3  

رود. حـداقل زمـان  مـی Cمتر بر ثانیه به نقطـه  12رفته و سپس با سرعت  Bبه نقطه  Pمتر بر ثانیه از نقطه  4شخصی با سرعت  - 160

2ممکن براي این حرکت تقریباٌ چند ثانیه است؟  1 4( / )  

  
1 (/0 53  2 (/0 94  3 (/1 48  4 (/1 77  
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 کدام است؟  xمقدار  ،باشد AB||ST||DCدر ذوزنقه مقابل اگر  - 161

  

1 (2 15    2 (2 2 15  

3( 1 15    4 (1 2 15  

1کدام است؟  xمتساوي الاضلاع است. مقدار  ABCدر شکل رو به رو مثلث  - 162 1(A E )
   

  

1 (1  2 (5
3    

3 (8
3  4 (3  

xاگر  - 163 a

y b
  2برابر  هاي زیر کدامیک از نسبت ،باشد 2 1    است؟  

1 ((x y)(a b)

yb

     2 (x a
( )
y b

21 



  

3( a
( )
b




21
1    4 ((x y)(a b)

by

   

ADو  BC||DEدر شکل مقابل،   - 164 nAB  است. نسبت مساحت مثلثABC


MBCبه 


  کدام است؟  

  

1 (n

n

1
1




  2 (n

n

2 1
1



   

3( n

n

2 1
1



  4 (n

n

1
1




  

  کدام است؟  xاندازه  .زاویه رسم شده استدر شکل مقابل، ارتفاع هر دو مثلث قائم ال - 165

  

1 (9
34  2 (35

34  

3( 47
34  4 (45

34  

  کدام است؟ b متشابه است. بیشترین مقدار ممکن براي 5و  b ،6با مثلثی به طول اضلاع  3و  a ، 4مثلثی به اضلاع  - 166

1 (7  2 (8  3 (9  4 (15  

 دقیقه 20پیشنهادي :                                                                               )46تا  31هاي:  ، صفحه 2(ریاضیهندسه
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 خط چقدر است؟  کند. طول این پاره سطح ذوزنقه را نصف می ،خطی موازي قاعده پارهاست.  5و  2ها  ه روبرو طول قاعدهدر ذوزنق - 167

1 (7
2  2( 29

2    

3 (58
2  4 (10  

4ADمطابق شکل  ABCدر مثلث  - 168

DC
  و پاره خطDE  موازيAB  وAM  ضـلعمیانه BC  و

DF  موازيAM  است. طول پاره خطEF  چه نسبتی از طولBC  است؟  

1 (1
4  2 (1

5  

3( 1
20  4 (1

10  

1و  MN||BC ،داریم ABCدر مثلث  - 169
4

AM

MB
  و نیزPC PB3باشد. مساحت مثلث  میBMQچند برابر AQN  است؟  

1 (6     

2 (8  

3( 15      

4 (12  

مسـاحت نسـبت اند.  قسـمت مسـاوي تقسـیم شـده 6به  ACو  ABدر شکل زیر  - 170

 هاي سفید چقدر است؟ قسمتت به مساحسایه زده شده  هاي قسمت

1 (9
7  2 (8

7  

3( 6
7  4 (7

5  
  

 

 کند. را به درستی تکمیل می زیرکدام گزینه عبارت طبق کتاب درسی  - 171

 »ایري مانند ............ است. هاي ذخ ها تشکیل کانسنگ یکی از اهمیت شکستگی« 

  روي  –کروم  –مس  –) طلا 2    آهن  –پلاتین  –طلا  –) قلع 1
 لیتیم  –قلع  –کروم  –) مولیبدن 4    مولیبدن –روي  –سرب  –) مس 3

 در ارتباط با شکل مقابل، کدام گزینه به درستی بیان شده است؟  - 172

  دهد.  در امتداد سطح گسل رخ میها  دهد که لغزش سنگ ) نوعی گسل عادي را نشان می1
  گویند.  تر از سطح زمین فرودیواره می ) به طبقات بالاي سطح زمین فرادیواره و به طبقات پایین2
) به بخشی از سطح زمین که کمترین فاصله را با کانون زمین لرزه دارد سطح گسل گفته 3

  شود.  می
  شود.  سطح گسل نامیده می) زاویۀ  بین محل برخورد سطح گسل و سطح افق، شیب 4
 

دقیقه 10 وقت پیشنهادي :                                                                      )   102تا89هاي:صفحهشناسی  زمین(    پویایی زمین 

آزمون وی ای پی



 

1 
 

 

aاگر   -96 b

a b

+
=

−
aگاه مقدار ن، آ6 b

a

−2
3

 کدام است؟  

1)
3
7

 2)
4
7

 3)
1
5

 4)
2
5

 
 

STدر شکل مقابل،   -97 BCاست. حاصلx y+  کدام است؟ 

1)6 
2)5 
3)8 
4)7 

 

ABعمود است. اگر   BCبر    DEالزاویه است و  قائم  ABCدر شکل مقابل، مثلث    -98 = =DEو16 =BCو6   ECباشد، اندازه  20

 کدام است؟  

1)3 
2)/3 5 
3)4 
4)/4 5 

 

fاگر   -99 (x) (x ) (x )= + +2 2 32 fگاه مقدار ، آن3 ( )  کدام است؟  1

1)1264 2)1164 3)1200 4)1100 
  

)Aاگر نقطۀ  -100 , )2 fنقطۀ اکسترمم نسبی تابع 1 (x) x bx d= + +3 bباشد، حاصل2 d+2  کدام است؟ 

1)2 2)1 3)−1 4)−2 
 

fکه تابعای از ترین بازه طول بزرگ   -101 (x) x x= − +3 12  در آن نزولی اکید است، کدام است؟  4

1)2 2)4 3)8 4)6 
 

چند   AMHCایم. محیط چهارضلعی  وارد کرده   BCرا بر وتر    MHعمود    ABوسط ضلع    Mدر مثلث شکل مقابل، از نقطۀ    -102

BH)است؟  BCاز ضلع  Aبرابر فاصلۀ رأس  , BM )= =16 20 

1)3 2)
7
2

 

3)4 4)
5
2

 
 

واحد مربع است. مساحت این   150، مساحت مثلث محدود به دو قطر و یک ساق برابر 40و  24های ای با طول قاعده در ذوزنقه  -103

 ذوزنقه کدام است؟  

1)320 2)640 3)360 4)720 
 

 

 

 

 

 

 

 

2 

1 
C

HB

A

M

CB

TS

A

 
 

4  

y +3 3

x +4 1

A
D

EB



 

2 
 

 

قطع   Nرا در نقطۀ    ABو امتداد ضلع    Mرا در نقطۀ    ACکنیم تا قطر  خطی رسم می  D، از رأس  ABCDالاضلاع  در متوازی  -104

AMکند. اگر 

AC
=
5
9

ANگاه حاصلباشد، آن

AB
 کدام است؟  

1)
3
2

 2)
5
4

 3)
7
5

 4)
4
3

 
 

DEدر شکل مقابل،    -105 BCو  D    وسط ضلعAB  طول  است. اگر  BF  ،5    برابر طولFC    باشد، طولOC    چند برابر طولAE 

 است؟

1)/0 5 
2)/0 6 
3)/0 4 
4)/0 7 

 

7/برابر  BCاز ضلع  Eدر شکل مقابل، فاصلۀ رأس   -106 ABاست. اگر  2 x=وBD y=باشد، حاصلx y+2  کدام است؟  3

1)72 
2)48 
3)57 
4)63 

 

AB، اگر ABCدر مثلث  -107 = =ACو28 =BCو16 ای  به گونه  BCو    ACو    ABبه ترتیب روی اضلاع    Fو    Eو    Dهای  و نقطه20

 کدام است؟   FCلوزی است. اندازه   ADFEقرار دارند که چهارضلعی 

1)
60
9

 2)
60
11

 3)
80
9

 4)
80
11

 
 

های ذوزنقه را به سه قسمت مساوی  اند و ساق های ذوزنقه رسم شده به موازات قاعده  GHو  EFهای خطدر شکل مقابل، پاره   -108

GHکنند. اگرتقسیم می EF=
5
4

 است؟   ABFEچند برابر مساحت ذوزنقۀ  ABCDگاه مساحت ذوزنقۀ باشد، آن

1)
29
7

 2)
27
7

 

3)
29
6

 4)
27
6

 
 

 کدام گزینه نادرست است؟    -109

 در صورت وجود، منحصر به فرد است.   f( مقدار ماکزیمم مطلق یا مینیمم مطلق تابع 1
 این بازه ماکزیمم مطلق و مینیمم مطلق دارد. پیوسته باشد، قطعاً در (a,b)در بازۀ  f( اگر تابع 2
 است. fقطعاً یک نقطۀ بحرانی تابع  f( هر نقطۀ اکسترمم مطلق تابع 3

( اگر تابعی در بازۀ 4 a,bگاه نقاطتعریف شده باشد، آنx a= ،x b= قطعاً نقاط بحرانی تابعf شوند.محسوب می 
 

 

 

 

 

 

 

 

D E

A

B C

O

F

C
D

E

A

B

12

1 

F

H

CD

G

E

A B



 

3 
 

 

اگر   -110
x x

x
f(x)

x

+ −
=

−

132 2
4

fباشد، حاصل ( )  کدام است؟  8

1)
32
3

 2)32 3)16 4)
16
3

 
 

yخط   -111 x k= fبر منحنی تابع 2+ (x) x x k= − + −2 2 2 =xدر نقطۀ  fمماس است. عرض از مبدأ خط مماس بر منحنی تابع  1 −2

 کدام است؟  

1)5 2)4 3)−5 4)−4 
 

 یک از توابع زیر، هر نقطۀ بحرانی تابع، یک نقطه اکسترمم نسبی تابع است؟  در کدام   -112

1) f (x) x x= + 2)f (x) x x= + 3)f (x) x= + 3 4)f (x) x x= +3 4 
 

fبیشترین و کمترین مقدار تابع  kبه ازای کدام مقدار   -113 (x) x x x k= − − +4 3 23 4 در بازۀ 12 ,−2  قرینۀ یکدیگرند؟3

 16(4 3(3 32(2 ( صفر1
 

fتوابع  -114 (x) x x = − +23 66 g(x)و120 x x=  کند؟ در چند نقطه تغییر می fogمفروضند. وضعیت یکنوایی تابع 2−

1)2 2)3 3)4 4)5 
 

fهای زیر در مورد تابع گزاره چه تعداد از   -115 (x) x x= + + −1  نادرست هستند؟4

 شمار نقطۀ بحرانی است.  الف: دارای بی 

 ب: تابع فاقد ماکزیمم مطلق است.  

 نقطه با طول صحیح دارای مینیمم مطلق است.   6پ: تابع در  

 است.   5ت: مقدار مینیمم مطلق تابع برابر 
 3(4 2(3 1(2 ( صفر1

 



  
 

 

صيلي 
سال تح

03
 - 

02
  

  
دفترچة شمارة 

3 -
 

صاصي
آزمون اخت

 
13
 

بهمن
 

1402
   )

شي علوم تجربي
گروه آزماي

 (
  

11  
 

  است؟  نادرستكدام جمله  -۱۱۱

  است. » علم آمار«گيري براي آينده، نتيجۀ استفاده از  بيني و تصميم ) پيش۱  

  گويند.  كند، نمونۀ تصادفي مي ه عضو ديگر معمولاً تغيير ميشود و از عضوي ب خاصي از اعضاي جامعه كه بررسي و مطالعه مي  ) به ويژگي۲  

  است.  ۱) در سرشماري، نسبت حجم جامعه به حجم نمونه برابر با ۳  

  اي از اعداد، ارقام و اطلاعات است.  ) آمار، مجموعه۴  

)گذرنده از نقطۀ  شيب خطوط«و » شان عدد صحيح باشند دومي كه ضرايب هاي معادلات درجه جواب«نوع متغيرهاي  -۱۱۲ , )2 در دسـتگاه  3

  ترتيب از راست به چپ كدام است؟  به» مختصات

  گسسته  -) گسسته۴  پيوسته -) گسسته۳  گسسته -) پيوسته۲  پيوسته -) پيوسته۱  

nحجم يك نمونه برابر  -۱۱۳ n22 n21ايم برابر  ب كردهاي كه نمونه را از آن انتخا و حجم جامعه 7   چند مقدار طبيعي دارد؟  nاست.  10

  ۱ (٨  ۲ (۹  ۳ (۱۰  ۴ (۱۱  

,هاي  چارك اول و چارك سوم داده -۱۱۴ , , , , , , , , , , , ,1 3 4 8 7 6 5 2 1 3 3 7 6 هاي جديد اختلاف چـارك  كنيم. در داده حذف مي ها آن را از بين 4

  اول و سوم كدام است؟ 

  ۱ (/2 5  ۲ (۳  ۳ (/3 5  ۴ (۴   

ها  شود. ميانگين داده نصف مي ها آن واحد اضافه كنيم، ضريب تغييرات ۲است. اگر به هر كدام از اعداد  ۲ضريب تغييرات اعداد مثبتي برابر  -۱۱۵

  در ابتدا چه عددي بوده است؟ 

  ۱ (۱  ۲ (۲  ۳ (۳  ۴ (۴   

ـــانس داد -۱۱۶ ـــاي  هواري xه ,x , , x  1 2 ـــر  10 ـــرات داده ۱براب ـــريب تغيي ـــر ض ـــت. اگ ـــا  اس ـــدار  ۲۵ه ـــد، مق ـــد باش درص

(x ) (x ) (x )        2 2 2
1 2 104 4   كدام است؟  4

  ۱ (۱۰  ۲ (۴۰  ۳ (۲۰  ۴ (۲۵  

اضـافه  هـا آن را به ۳۲و  ۲٨، ۲۷دادهٔ  را حذف و سه ۳٨و  ۲۰ها، دو دادهٔ  داريم. از اين داده ۷و انحراف معيار  ۲۹دادهٔ آماري با ميانگين  ۱۹ -۱۱۷

  هاي جديد كدام است؟  كنيم. واريانس داده مي

  ۱ (/38 15  ۲ (/39 15  ۳ (/40 15  ۴ (/41 15  

xآماري  هاي ميانگين داده xاگر  -۱۱٨ ,x , , x  1 2 nهـاي  باشد، با توجه به جدول زير، دامنۀ تغييـرات داده 6 n2 3،  n10  وn n4 27 

  كدام است؟ 

i

i

x x x x x x x

x x n n n  

1 2 3 4 5 6
2 31 5 4 1

  

  ۱ (۷  ۲ (/6 5  ۳ (۵  ۴ (/7 5  

  ترتيـب  اند، به هاي اوليه كه از كوچك به بزرگ مرتب شده ها بيشتر است. اگر به داده واحد از تعداد داده ٨در تعدادي دادهٔ آماري، ميانگين،  -۱۱۹

  هاي اوليه كدام بوده است؟  ابد. ميانگين دادهي واحد افزايش مي ۱۶هاي جديد نسبت به حالت قبل  واحد اضافه كنيم، ميانگين داده n، ... و ۳، ۲، ۱

  ۱ (۳۶  ۲ (۳۷  ۳ (۳٨  ۴ (۳۹  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 محل انجام محاسبات

 ۲ درس ۷ صلف :۲ ریاضی      ۳ و ۲ یها  درس ۷ فصل :۱ ریاضی      )۸۷ (صفحۀ »یر یزنج ۀقاعد« یابتدا تا ۲ درس و ۱ درس ۴ فصل و ۲ درس ۳ فصل :۳ ریاضی
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پيشنهادي زمان



  

 

ل ت
سا

ي 
صيل

ح
03 - 

02  
  

رة 
شما

چة 
تر
دف

3 - 
صي

صا
خت
ن ا
مو
آز

 
13 

من
به

 
14

02
   )

بي
جر
م ت
علو

ي 
ش
ماي
 آز
وه
گر

 (  

22  
x«دو دستۀ آماري  -۱۲۰ , x , , x     1 2 562 1 2 1 2 «و » 1

x x x
, , ,     1 2 562 2 23 3 را در نظر بگيريد. اگر نسـبت ضـريب تغييـرات » 3

  هاي دستۀ اول كدام است؟  باشد، مجموع دادهدرصد  ۲۰دستۀ دوم به دستۀ اول، 

  ۱ (۱٨۲  ۲ (۱۹۶  ۳ (۲۱۰  ۴ (۲۲۴   

  شان تقريباً كدام است؟  را در نظر بگيريد. بيشترين مقدار ممكن براي ضريب تغييرات ۵۱تر از  پنج عدد طبيعي زوج متوالي كوچك -۱۲۱

)/2 1 41(  

  ۱ (/0 32  ۲ (/0 37  ۳ (/0 42  ۴ (/0 47  

bواريانس پنج دادهٔ  -۱۲۲ ,b ,b ,a ,a a 28 برابر با صفر است. اگر ،b  به اين پنج داده، ضريب  ۱٨، با اضافه كردن عدد نباشدعددي دورقمي

5/شود؟ ( كدام مي تغييرات شش دادهٔ حاصل تقريباً 2 24(  

  ۱ (/0 48  ۲ (/0 52  ۳ (/0 56  ۴ (/0 62  

nجملۀ اول دنبالۀ  ۲۰ -۱۲۳
nt  باشـند، مجمـوع  cو  a ،bترتيـب برابـر بـا  جمله به ۲۰م و سوم اين را در نظر بگيريد. اگر چارك اول، دو 52

axهاي معادلۀ  معكوس ريشه bx c  22   كدام است؟  0

  ۱ (52  ۲ (42  ۳ (32  ۴ (62  

xهاي طبيعي  كدام از داده از هر -۱۲۴  1 ،x  x40و  7 17/ها برابر با  تا داريم. اگر ميانۀ اين داده ۹و  ۵، ۴ترتيب  به 2 باشد، چند مقـدار  5

  وجود دارد؟  xمتمايز براي 

  ) صفر۴  ۱) ۳  ۲) ۲  ۳) ۱  

تابع  -۱۲۵  f (x) x x2 4 fيك از نقاط زير،  مفروض است. در كدام 4 (x) f (x)2  است؟  

  ۱ (2 2  ۲ (۶  ۳ (2 2  ۴ (6  

  ناپذير است؟  در چند نقطه مشتق fاست. تابع  f، نمودار تابع رو روبهشكل  -۱۲۶

  ۱ (۴  

  ۲ (۵  

  ۳ (۶  

  ۴ (۷   

مشتق تابع  -۱۲۷
x

f (x)
x x




 3
4 1

2 5
xدر نقطۀ      كدام است؟  2

  ۱ (
94
3  ۲ (۳۰  ۳ (

92
3  ۴ (

88
3  
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33  
تابع  -۱۲٨

x x
f (x)

x x x x

   
  32 3
3

4
، مفروض است. حاصل 

x
lim f (x)  كدام است؟  

  ۱ (
4
3  ۲ (2  ۳ (4  ۴ (

2
3  

اگر  -۱۲۹





x bx
f (x)

ax

22
و  3

x
lim (f (x) x )


  3 2 a، مقدار 0 b  كدام است؟  

  ۱ (
23
3  ۲ (

25
3  ۳ (

23
3  ۴ (

25
3  

تابع  -۱۳۰
ax b ; x

f (x)
x ; x

  


2 2
2 2

xدر      كدام است؟  bپذير است. مقدار  مشتق 2

  ۱ (۱  ۲ (1  ۳ (
1
2  ۴ (2  

عرض از مبدأ خط مماس بر تابع  -۱۳۱
x

f (x)
x





1

  دام است؟ ك ۳اي به طول  در نقطه 2

  ۱ (۱۰  ۲ (13  ۳ (7  ۴ (۱۴   

xاي به طول  در نقطه ABاست كه خط  fرو نمودار تابع  شكل روبه -۱۳۲  بر آن مماس شده است. شيب خط مماس بر نمـودار  2
x

y
f (x)

  در

  كدام است؟  ۲به طول  اي نقطه

  ۱ (
19
75  

  ۲ (
15
19  

  ۳ (
19
25  

  ۴ (
11
75  

fتابع  -۱۳۳ (x) x ax b  2 طول  در نقاطي بهx  xو  1 a ناپذير است. مقدار  مشتقa b4   كدام است؟  2

  ۱ (۶  ۲ (/2 5  ۳ (1  ۴ (/2 5  

خطي است و  fتابع  -۱۳۴
x

x f (x)
lim

x x










1

2
3 5

43 2
xدر  f. مشتق تابع     كدام است؟  5

  ۱ (
4

15  ۲ (
4 5

5  ۳ (
15
4  ۴ (

5 5
4  
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 (  

yنمودار سهمي  -۱۳۵  44 f (x)  و تابع خطيy g(x)  است. مشتق تابع  رو روبهمطابق شكل
xg(x)

y
f (x)

 ازاي  بهx    چه عددي است؟  1

  ۱ (
3
2  

  ۲ (۳  

  ۳ (
3
4  

  ۴ (
9
8  

با فرض  -۱۳۶
(ax b) x

f (x)
x

   
2

2
1

f، اگر  ( ) f ( )    2 2   كدام است؟  a، مقدار 6

  ۱ (18  ۲ (۱۲  ۳ (12  ۴ (۲۴   

است. اختلاف مشتق چپ و مشتق راست تابع  fنمودار تابع رو  روبهشكل  -۱۳۷
x ( x)

g(x)
f (x)

  
3

xدر      كدام است؟  3

  ۱ (
11
3  

  ۲ (
7
3  

  ۳ (
3
2  

  ۴ (
7
2  

رو است. اگر  ، مطابق شكل روبهfبخشي از نمودار تابع  -۱۳٨


 


h

f ( h) f ( )
lim L

h

2 2
و  2

x

f (x) f ( )
lim L

x

 


2 2
22

2
4

Lباشد، مقـدار   L 

  كدام است؟

  ۱ (
15
16  

  ۲ (
3
8  

  ۳ (
3

16  

  ) صفر۴  

fاگر  -۱۳۹ (x) x( x x )  4 4 و  2



x

lim f (x) L مقدار ،f (L)  كدام است؟  

  ۱ (2  ۲ (2 2  ۳ (( )2 2 1  ۴ (( )2 2 1  

اگر  -۱۴۰
x x

x x
f (x)

 




2 1 12 3
4 3

، مقدار 
x

lim f (x)


  كدام است؟  

) ۳  ۲) ۲  ) صفر۱  
1
4  ۴ (

1
2  
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محل انجام محاسبات

ءءآزمون دهم حضوری ـ دوازدهم تجربی ـ دفترچه شماره �رËا�ی

1٢Í ریاضی دوازدهم و پایهء مرتبط: ریاضی )3): صفحه های 93 تا

در کدام بازه صعودی است؟ -     f x x x( ) == --3
4 تابع3

 ( , )1

4
+¥ (4   ( , )-¥ - 1

4
(3   ( , )- 1

4
0 (2   ( , )0

1

4
(1

] کدام است؟ -     , ]--1 1 f در بازهء x x x( ) ( )== ++ ++2
3 مجموع ماکزیمم و مینیمم مطلق تابع1

 ì (4  ë (3    ê (2  4 (1

]، با آهنĳ تغییر لحظه ای تابع در کدام نقطه از این بازه، - 3   , ]1 2 f در بازهء x x
x( ) == ++2 2 آهنĳ تغییر متوسط تابع

برابر است؟ 

 x = 3 (4  x = 3
3 (3  x = 2 (2  x = 3

2
(1

    - --2 f در نظر می گیریم. اگر فاصلهء نقطهء M از خطی با عرض از مبد¢ x x( ) == 2 M را بر نمودار تابع x y( , ) نقطهء
بازهء x در  d نسبت به تغییر  d باشد، آهنĳ متوسط تغییر  با  برابر  135 می سازد،  xها زاویهء با جهت مثبت محور  که 

] کدام است؟ , ]2 1 2--

 2 2 (4  2 (3   2 (2   2
2 (1

) اکیداÅ نزولی باشد، چند مقدار صحیح برای a وجود دارد؟-     , )--¥¥ 0 f در فاصلهء x ax
x a( ) == ++

++ ++
6

1
اگر تابع با ضابطهء

3 (4  2 (3  1 (2  4 (1

f سه ر¢س یک مثلů هستند. مساحت این مثلů کدام است؟-     x x x( ) | |== -- 20
23 نقاط بحرانی تابع با ضابطهء

4í (4  3ë (3  4í0 (2  3ë0 (1

f چند نقطهء بحرانی دارد؟-     x x x( ) | | | |== -- ++2 1
2 تابع

4( نÉه 3( هفت  2( پنج  1( سه 

6 است. مقدار a کدام است؟-     3 f برابر x x a x( ) == ++ --6 2 حاصل ضرب ماکزیمم مطلق و مینیمم مطلق تابع
4 (4  3 (3  2 (2  1 (1

1٢Í 93های 93های 93 تا صفحه): صفحه): صفحه ریاضی ) مرتبط: ریاضی ) مرتبط: ریاضی )3 هءریاضی دوازدهم و پایهءریاضی دوازدهم و پایهء
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ءءآزمون دهم حضوری ـ دوازدهم تجربی ـ دفترچه شماره �رËا�ی

    - y fog x== ( )( g، آن گاه مجموع بیشترین و کم ترین مقدار تابع( x( ) ( cosx)( cosx)== -- ++2 1 1 f و x x x( ) == -- ++3
4 اگر1

کدام است؟ 
1 (4   1 16

3 3
+ (3   2 16

3 3
- (2   -1(1

y کدام است؟-     f x== ¢¢( ، آن گاه طول نقطهء اکسترمم نسبی تابع( ¢¢ -- == ¢¢f f( ) ( )2 6 ، اگر y f x== ( ) در تابع درجه سوم
 2 (4  1 (3 2( صفر     -1(1

    - f و فاصلهء بین نقاط مینیمم نسبی تابع AB BC== == مطابق شکل، نمودار مشتق تابع f رسم شده است. اگر3
f کدام است؟ C( ) f و A( ) برابر با    باشد، اختلاف مقادیر

ë (2    í (1
  2 (4   4 (3

f به شکل زیر است. طول نقطهء ماکزیمم نسبی تابع f کدام است؟-     x x ax bx c( ) == ++ ++ ++3 2 نمودار تابع با ضابطهء

 -2(2    - 5

3
(1

  -11
3

(4    -3 (3

f فقط یک نقطهء اکسترمم نسبی خواهد داشت؛ طول این - 3   g. g، آن گاه تابع x x
x x

( ) ==
++ ++2

1
f و x x a( ) == ++ اگر

نقطه کدام است؟

 -1(4  1 (3   -1
2

(2   1
2

(1
f باشد، برد تابع شامل چند عدد صحیح نیست؟-     x ax b

x( ) == ++
-- 1 )M نقطهء اکسترمم تابع با ضابطهء , )2 3 اگر

4 (4  3 (3  2 (2  1 (1

g، آن  گاه تابع fog چند ماکزیمم نسبی دارد؟-     x x( ) == --1 2 f و x
x
x x x

x
( )

| | ( )
==

-- ¹¹

==

ìì
íí
ïï

îîïï

1 0

0 0

اگر

4( صفر  3 (3  2 (2  1 (1
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می خواهیم مخزنی به شکل مکعب مستطیل با قاعدهء مربع به حجم    متر مکعب و در باز بسازیم. قیمت مصالح -    
مورد نیاز کف برای هر متر مربع     هزار تومان و برای دیوارهای کناری    هزار تومان است. حداقل هزینهء مصالح مورد 

نیاز برای ساخت این مخزن چند میلیون تومان است؟
 1 5/ (4  1 4/ (3   1 2/ (2  1(1

اگر مخروطی که فاصلهء ر¢س از نقاط محیط قاعدهء آن ثابت و برابر   است، بیشترین مقدار حجم را داشته باشد، -    
نسبت قطر قاعده به ارتفاع آن کدام است؟

1 (4   2 (3   2 2 (2  2 (1
f از نیمساز ناحیهء اول کدام است؟-     x x( ) == 3 0 و 1££ ££x بیشترین فاصلهء نقاط تابع

 2 2

9
(4   6

9
(3  2

9
(2   3

9
(1

g قرار دارد. -     x x( ) == --3 f و x x( ) == یک ضلع مستطیلی بر محور xها و دو سر ضلع دیگر آن بر نمودارهای دو تابع
اگر سطح این مستطیل در ناحیهء محدود به نمودارهای g ،f و محور xها واقع باشد، بیشترین مقدار مساحت آن کدام است؟ 

 1

2
(4   2 (3  2 (2   1

2
(1

| برابر است با: -  3  |a b-- ab، آن گاه ماکزیمم bc ca++ ++ == 1 a و b c++ ++ == 2 اگر

  2 3 (4   3 (3   2 3

3
(2   3

3 (1

1Í مستقل(: ریاضی )٢): صفحه های 1 تا ůریاضی پایه )مباح

) از مبد¢ مختصات، چند برابر فاصلهء آن از نیمساز ربع اول است؟ -  3  , )4 3 فاصلهء نقطهء
 2 5 2/ (4   2 5/ (3   5 2 (2  ê (1

d¢¢ که در نقطهء A بر d عمود است، کدام است؟-  3  )B می گذرد. عرض از مبد¢ خط , )0 1 )A و , )2 0 خط d از دو نقطهء
  -4 (4   -3 (3   -1 5/ (2   -2(1

)C به - 33  , )--3 1 )B و , )2 6 نقطهء A روی خط d موازی نیمساز ناحیهء دوم و چهارم قرار دارد. اگر فاصلهء A از دو نقطهء
2 واحد باشد، عرض از مبد¢ خط d کدام است؟  5 ترتیب10 و

4 (4  3 (3  2 (2  1 (1

1Í صفحه): صفحه): صفحههای 1 تا ریاضی )ریاضی پایه )مباحů مستقل(: ریاضی )ریاضی پایه )مباحů مستقل(: ریاضی )٢
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، دو برابر فاصلهء -  3  x ++ ==1 دو نقطهء A و B را واقع بر محور xها در نظر بگیرید. اگر فاصلهء هر کدام از آن ها از خط0
) باشد، جز  صحیح طول پاره خط AB کدام است؟ , )2 1-- آن ها از نقطهء

ê (4  4 (3  3 (2  2 (1

دو ر¢س یک مثلů متساوی الاضلاع روی محور yها و یک ر¢س آن روی محور xها قرار دارد. اگر طول نقطهء برخورد -  3 
ارتفاع های این مثلů برابر   باشد، محیط آن کدام است؟

 16 3 (4   12 3 (3   9 3 (2  8 3 (1

 3  - y x== ++ ) دو ر¢س مثلثی هستند که ر¢س سوم آن در ناحیهء سوم مختصات روی خط1 , )1 3-- ) و , )--1 2 دو نقطهء
قرار دارد. اگر مساحت این مثلů برابر   باشد، عرض ر¢س سوم چه عددی است؟

 -1(4   -13
7

(3   -1
7

(2  -6
7

(1

L قرار دارند. نسبت مساحت مربع در حالتی -  3  y x2 8 6 3 0: -- ++ == L و y x1

3

4
1: == ++ دو ر¢س مربعی روی خطوط

که دو ضلع مربع بر خطL1 عمود باشند، به حالتی که یک قطر مربع بر این خط عمود باشد، کدام است؟

 1 1 2/ (4  11
5

(3  2 (2    2 (1
 3  - 17 ) است. اگر طول قطر این مستطیل , )7 2 y و یک ر¢س آن نقطهء x== -- یک ضلع مستطیلی واقع بر خط1

باشد، مساحت آن کدام است؟
 5 2 (4   4 2 (3   3 2 (2  6 2 (1

y واقع است، کدام است؟-  3  x== --| |2 1 ) و دو ضلع آن بر نمودار تابع , )1 2 مساحت متوازی الاضلاعی که یک ر¢س آن نقطهء
 2 25/ (4   1 25/ (3   0 75/ (2   1 75/ (1

26 است؟-     )C فاصلهء بین پای میانه و ارتفاع وارد بر ضلع BC چند برابر , )-- --1 1 )B و , )0 4 ،A( , )1 2 در مثلů با رئوس

 4
13

(4   3
13

(3   2
13

(2   1
13

(1
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محل انجام محاسبات

-	7 24DE است. اندازۀ AC کدام است؟ 1 AC+ = 2 و  5BD AD= DE و  AC در مثلث مقابل 
11 )1

12/5 )2
14 )3

15/5 )4

-	72 12BD قرار گرفته است.  m= 16AC و  m= 4PT بین دو تیر چراغ برق به طول‌های  m= مطابق شکل یک میلۀ فلزی به طول 
40m و سایۀ میله در دو طرف آن به یک اندازه باشد، فاصلۀ CT چقدر است؟  اگر فاصلۀ دو تیر چراغ برق 

22 )1
24 )2
26 )3
28 )4

باشد، محیط مستطیل 73	- 4EC واحد  = و   1BD =  ،  AG GB= اگر  GFDE یک مستطیل است.  در شکل مقابل چهارضلعی 
GFED کدام است؟ 

14 )1
16 )2
18 )3
20 )4

-	74 x کدام است؟  y+ AB است. مقدار  CD EF در شکل مقابل 
28 )1
30 )2
33 )3
35 )4

   



صفحه 3 | ریاضیآزمون شماره 16 )18 بهمن‌ 1402( آزمون آنلاین زیستاز

www.zistase.ir

محل انجام محاسبات

10AC است. مساحت مثلث BDE چقدر است؟ 75	- = 4BD و  = 4BE و  AE= در مثلث مقابل 
14 )1
16 )2
18 )3
20 )4

-	76 10 است؟  در شکل مقابل سه مربع به اضلاع واحد کنار هم قرار دارند. فاصلۀ MA چند برابر 
1
4

 )2 						     1
3

 )1

1
5

 )4 						     2
9

 )3

برابر 77	- چند  چهارضلعی  مساحت  گاه  آن   ، 12DE = و   20BC = اگر  مکمل‌هم‌اند.  روبه‌رو  زاویه‌های   ،  BCDE چهارضلعی  در 
مساحت مثلث ABC است؟ 

0/56 )1
0/64 )2
0/72 )3
0/8 )4

2BC است. اندازۀ ارتفاع AH کدام است؟ 78	- = ACB و  = θ در مثلث مقابل 
sin θ2  )1
sin θ2  )2
cos θ2  )3
cos θ2  )4

-	79 در مستطیل به اضلاع 13 و 6 نقطۀ M بر روی ضلع بزرگ‌تر قرار دارد و خطوط واصل از M به دو رأس دیگر مستطیل بر هم 
عمودند. فاصلۀ نزدیک‌ترین رأس مستطیل از M کدام است؟ 

4/5 )4 			  4 )3 			  3/5 )2 			  3 )1
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-	80 مطابق شکل هر دو ارتفاع مثلث‌های قائم‌الزاویه رسم شده است. مقدار x کدام است؟ 
1/44 )1
1/56 )2
1/64 )3
1/96 )4

-	8 2x کدام است؟ 1 = f) در  g)(x)
x f (x)
+
+

2 باشد، مشتق تابع  2 3 2 2 2 2g( ) g ( ) ,f ( ) f ( )′ ′= = = = اگر 

5
4

 )4 			  5
8

 )3 			  3
4

 )2 	
		

3
8

 )1

-	82  است. 
3

4
3x

xf (x) g(x)lim a
x→

+ −
=

−
3x مماس است و  = مطابق شکل، نمودار تابع خطی g بر نمودار تابع f در نقطه‌ای به طول 

مقدار حقیقی a کدام است؟ 
2 )1
5
3

 )2

7
2

 )3

7
3

 )4

1f کدام است؟ 83	- ( )− 3 باشد، مقدار  22 2 12 4 9f (x) f ( x) x x x′+ = + + + f اگر  (x) در تابع چند جمله‌ای 
120 )4 			  -120 )3 			  304 )2 			  -304 )1

-	84 2 در نقطۀ A به طول 1 واقع بر آن، منحنی را در نقطۀ دیگر B قطع می‌کند. فاصلۀ 
11y

x x
= − خط مماس بر منحنی به معادلۀ 

دو نقطه A و B کدام است؟ 

4 2  )4 			 
4
2

 )3 			  2  )2 	
		

2
2

 )1

 بر روی R مشتق پذیر است. مقدار ab کدام است؟ 85	-
2 252

21
;xaxxf (x)
;xbx a

 <+ += 
≥+ +

تابع با ضابطۀ 

-12 )4 			  -16 )3 			  12 )2 			  16 )1
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-	86 9f کدام است؟  (x)′ = باشد، مجموع جواب‌های معادلۀ  2 23 10 2f (x) x x x= − − − اگر 

5 )4 			  3 )3 			  -6 )2 			  -7 )1

) باشد و خط مماس بر نمودار 87	- )g(x) f f (x)= 2x به‌صورت مقابل است. اگر  = y و خط مماس بر آن در نقطۀ  f (x)= نمودار تابع 
0 قطع کند. مقدار a کدام است؟  6( , )− تابع g محور yها را در نقطۀ 

−1 2 2  )1
−2 2 2  )2
−2 2  )3
−2 5 2  )4

 در نقطه‌ای که مشتق اول از دو برابر مشتق دوم یک واحد 88	-
2

3 23 5 5
2 1

x xxf (x) x
x
−

= − +
−

معادلۀ خط مماس بر نمودار تابع 

a کدام است؟  b c+ + ay است. حاصل  bx c= + کمتر است، به صورت 
124 )4 	 		 -124 )3 			  40  )2 			  -40 )1

-	89 2 باشد، کمترین مقدار تابع f کدام است؟  8f ( ) = y به صورت مقابل است. اگر  f (x)′= نمودار تابع 
-2 )1
0  )2
2 )3
4 )4

-	90 x کدام است؟  a= 2 است. آهنگ لحظه‌ای تغییر تابع f در 
7

] برابر  ]3a, 1f در بازۀ  (x) x= + آهنگ متوسط تغییر تابع 

5
6

 )4 			  3
7

 )3 			  1
3

 )2 			  2
5

 )1
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 )السادات معين  مجيد(  »  1«گزينة  - 136

  کنیم. الکترونی می  هاي ناپیوندي، هشت ها را با گذاشتن الکترون اتم  ابتدا همۀ

X

S

X

S

X

S S

X

S

X

..

.. ..

.... ..

..

..

.. ..

..

..

  
  ( ) (x) x   5 6 5 30   ها هاي ظرفیت اتم مجموع الکترون 5

    28 24   در یون اي پیوندي و ناپیونديه مجموع الکترون 52

  ( x) x     30 5 52 3 5   

  باشد. Nالکترون ظرفیت است پس باید عنصر  5داراي  xاتم 
  )58تا  55، صفحة 1 شيمي( )(ردپاي گازها در زندگي  

----------------------------------------------  

 )هادي عبادي(  »  1«گزينة  -137

  رسد نه همۀ آن!! تنها بخشی از نور خورشید به سطح زمین می
  )69و  68هاي  صفحه ،1 شيمي( )(ردپاي گازها در زندگي  

----------------------------------------------  

 )علي رمضاني(  » 3«گزينة  - 138

  باشند. بررسی موارد نادرست: نادرست می موارد اول و چهارم
وري در کشاورزي به خاك  ک اکسید فلزي، براي افزایش بهره: آهک به عنوان یمورد اول
  شود. افزوده می

روند،  اکسید محلول در آب از بین می دي  ها با افزایش مقدار کربن : مرجانمورد چهارم
  یابد. زیرا خاصیت اسیدي آب افزایش می

  )59و  58هاي  ، صفحه1 شيمي( )(ردپاي گازها در زندگي  
----------------------------------------------  

 )هادي عبادي(  » 4«گزينة  -139

  صورت زیر است: ها به موازنۀ واکنش

  

4 2 2 7 2 3 2 2
6 12 6 2 2 2

2 2 2
100

2 4

4
6 6 6

4 2 2

2 4C

I)(NH ) Cr O (s) Cr O (s) N (g) H O(g)

II)C H O (aq) O (g) CO (g) H O(l)

III) NaCl(s) SO (g) O (g) H O(g)

Na SO (s) HCl(g)


  

  

  

 

   

  بررسی موارد:

  III :(6هاي واکنش ( ) درست. مجموع ضرایب فراوردهمورد اول

  6): آب با ضریب IIمتري فراورده مایع واکنش ( کیو ضریب استو

  I :2موع ضرایب مواد جامد واکنش ) درست. مجمورد دوم

اتم مرکزي گوگرد (که به هنگام سوختن رنگ  شکل با کیومتري ماده گازي یب استوضر

  2کند.):  شعلۀ آبی تولید می

) به ترتیب III) و (IIهاي اسیدي معادلۀ ( ) درست. اختلاف ضریب اکسیدمورد سوم

CO2  وSO2:  6 2 گانه  تنها گازي که در ساختار لوویس خود پیوند سه 4

N)ژن  دارد نیترو   1) است: Iدر معادلۀ ( 2(

O)کره  هوافراوان  گاز  دومین) درست. مورد چهارم است: که بزرگترین ضریب آن  2(

 6شود: با ضریب  ) دیده میIIدر معادلۀ (


  


6 61   

  1شود؛ با ضریب  ) دیده میIاست که در معادلۀ ( N2کره  ترین گاز هوا فراوان
) دیده IIاست که در معادلۀ ( CO2 ترکیب، و خشک پاك يهوا ترکیب ترین فراوان

            6ضریب شود: با  می
  )65تا  62 ،49هاي ، صفحه1 شيمي( )(ردپاي گازها در زندگي

----------------------------------------------  

 )محمد صالحي(  »  1«گزينة  - 140

 yآوریم، ابتدا جرم ترکیب اول را برحسب  دست می ابتدا مقدار دو تا مجهول را به
  آوریم: دست می به

  ySO y 32 16   

16                                                    حال داریم 60 316 32 100
y

y
y

  


   

  خواهد بود. 3برابر با  yدر نهایت مقدار 
دست آمده و مقدار جرم مولی ترکیب داده شده در صورت سوال  با توجه به مقدار به

  بود.  خواهد 2برابر با  xمقدار 
  بررسی موارد:

صورت  ) فرمول ترکیب نوشته شده کاملاً نادرست است، شکل درست آن بهمورد اول
CrO 2یا 3Cr O  .است  

) اشکال این گزینه در شکل نوشتاري هست، باید حرف دوم اسکاندیم با حرف مورد دوم
  مطرح شده است. 1400که این نکته در کنکور  نوشته شود. دقت کنید cکوچک 

  این مورد نام و فرمول ترکیب با هم مطابقت دارند.در ) مورد سوم
  ) دقت شود که پیشوند مونو براي عنصر اول نباید ذکر شود.مورد چهارم
شود و بار آن در نام فرمول نباید  بار مثبت ظاهر می 2) منیزیم فقط به شکل مورد پنجم
  ذکر شود.

  شود. ) براي نوشتن ترکیبات یونی پیشوندهاي رومی استفاده نمیرد ششممو
  ذکر شود.» ید- «) براي نوشتن نام ترکیبات باید بعد از نام عنصر دوم پسوند مورد هفتم

  )55تا  53هاي صفحه، 1 شيمي( )(ردپاي گازها در زندگي  
----------------------------------------------  

  روي نرمال يشپ -3رياضي     
  

 )سهيل ساساني(  » 2«گزينة  -141

a,bآهنگ متوسط حرکت در بازة   مساوي است با:  

  f (b) f (a)

b a




   

  پس: 
x( ) x( ) ( ) ( )      

   


4 2 16 12 1 4 6 1 29 11 18 94 2 2 2 2  

  t
x (t) t

    22 3 7   
    9 7   اختلاف 2

  ) 100تا  93هاي صفحه ،3رياضي ( (مشتق)  
----------------------------------------------  
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 حسين نيكان) (امير  » 2«ة گزين -142

fتابع  (x)  درx  باید پیوسته باشد؛ در ضابطۀ تابع بالایی، چون مخرج کسر در  2
x  xکسر هم باید به ازاي صفر است، پس صورت  2  صفر باشد، بنابراین  2

a b 4 bو در نتیجه  0 a 4 .است  

  ax a a(x ) a(x )(x )
f (x)

x x x

   
  

  

2 24 4 2 2
2 2 2   

  a(x ) ax a   2 2  
xثانیاً مشتق در     شد: با 3باید برابر  2

b  12  وax a a  2 3¢Tz¶  

ax a x
f (x) (x ) x

x x

 
      

 

2 24 3 12 3 2 3 62 2  

پیوسته باشد،  fبراي اینکه تابع 
x
lim f (x) f ( ) c


 
2

  است: 2

c  12  
  a b c ( )          3 12 12 3 12 12 27   

  )92تا  77هاي  ، صفحه3(مشتق) (رياضي     

----------------------------------------------  

 علي جلالي) (محمد  » 2«گزينة  - 143

g(x)              کنیم: فرض می f (x) 3   

                       گاه داریم: آن
x

f (x) f ( )
lim g (x)

x ( )

 
 

 

3 3
1

1
1   

  اي داریم:  از طرفی طبق قاعده مشتق زنجیره

  g (x) f (x) f (x)
xf (x) ( )

x

       



3 2 23
1 1 1 1
3 3 4

2 7
   

  
f (x)

( x ) g (x)
x ( x )( )

x

 
    

 


2
15

2 7
223

1 1 15
3 4 2 7

2 7
   

  x
g ( )

( )( )

     
  

 

1
223

1 1 151 3 4 1 2 7
2 7

   

  
    3

1 1 15 1
3 25 51

  

  روش دوم براي حل:

3 32 23 3 3
3 32 21 3

1 1 1
1 1 1x

f (x) f ( ) f (x) f (x) f ( ) f ( )
lim

x f (x) f (x) f ( ) f ( )

      


     
  

2
15

2 71 1 15 113 3 25 5

f (x)
( x )f ( )

 
         

  )92تا  77هاي  ، صفحه3(مشتق) (رياضي   

----------------------------------------------  

 اس اللهي)(عب  » 4«گزينة  -144

xصورت سؤال باید مقادیر مشتق راست و چپ تابع داده شده را در  با توجه به  3 
  کنیم: محاسبه کنیم، ابتدا مقادیر جزء صحیح و علامت قدر مطلق را تعیین می

  x
f (x) x [x ] | x | f (x) x [ ](x )

     32 2 23 9 3   

  x (x ) x x f (x) x x      2 3 2 29 3 9 27 27 54   

  f ( ) ( ) ( )     3 27 9 54 3 243 162 81   

  x
f (x) x [x ] | x | x [ ] ( (x ))

      32 2 23 9 3   

x (x ) x x f (x) x x         2 3 2 28 3 8 24 24 48  

  f ( ) ( ) ( )        3 24 9 48 3 216 144 72   

f                  در نتیجه: ( ) f ( ) ( )       3 3 81 72 9 3   
  )85 تا 79هاي  ، صفحه3(مشتق) (رياضي   

----------------------------------------------  

 نواز)(رضا علي   »  1«گزينة  -145

  داریم:  g(x)با محاسبه مشتق 

f (x).x xf (x) f (x)
g (x) .f ( )

x x

  
2

4 2
2   

fاز طرفی  (x)
x

 

1

2 xبا جایگذاري  است پس3    داریم:  1

( )f ( ).( ) f ( ) f ( )
g ( ) .f ( ) .f ( )

     

1 2 01 1 2 1 1 41 01 1 1  

 
   

1 1 1 3
4 242 3 8 3  

  ) 88تا  85اي ه ، صفحه3(مشتق) (رياضي   

----------------------------------------------  

 (محمد ابراهيم توزنده جاني)  » 2«گزينة  -146

fها، محور تقارن سهمیyمحور (x) x 22 پس نقاط تماس را  .است3

A( , )  22 )Bو 3 , )  22 م هاي رس کنیم. چون مماس فرض می 3

f :ها بر هم عمودند لذا شده در این نقطه ( ) f ( )     1  

f (x) x f ( )

f ( )

     
    

4 4
4 

f ( ) f ( )              2 11 16 1 4  

y ( )         21 1 1 232 3 34 4 8 8  

y ( )          21 1 1 232 3 34 4 8 8  
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( )    
23 23 23
8 8 4  

  ) 92تا  77هاي  ، صفحه3(مشتق) (رياضي   

----------------------------------------------  

 (سهيل حسن خان پور)  » 2«گزينة  -147

fابتدا  (g(   کنیم.  را حساب می 2((


f (g( )) f ( ) 

5
2 5 3  

  فاکتور بگیریم داریم:  2پس حد داده شده مبهم است. اگر در مخرج از 

x

g(f (g(x))) g( )
lim

x


2

1 3
2 2 

 
g ( ) f (g( )) g (f (g( )))    

5 51 2 2 22  

f ( ) g (f ( )) g ( )        
3

1 1 15 5 4 32 2 4  

g ( )  3 2  
  )88و  87 ،80و  79هاي  ، صفحه3(مشتق) (رياضي   

----------------------------------------------  

 (عباس اشرفي)  » 3«گزينة  - 148

  کنیم:  را ساده می fابتدا ضابطۀ تابع 

(x ) (x ) x
f (x)

(x )(x ) (x )(x )

   
 

   

2 2 2
2 2 2 2

1 2 1
1 2 1 2

  

x

(x )(x ) x x


  

   

2
2 2 2 2

2 1 1
1 2 2 1

  

  گیریم:  اکنون از تابع مشتق می

x x
f (x)

(x ) (x )

   
 2 2 2 2
2 2

2 1
  

xبراي یافتن مقدار مشتق دوم تابع در   کافی است فقط از عامل صفرکننده مشتق 0

  بگیریم. 

f ( ) f ( )
(x ) (x )

          
 2 2 2 2
2 2 2 2 50 0 4 1 22 1

  

  ) 92تا  77هاي  ، صفحه3(مشتق) (رياضي   

----------------------------------------------  

 (دانيال ابراهيمي)  » 2«گزينة  -149

  ناپذیرند. داریم:  هاي ساده داخل قدرمطلق نقاط مشتق ریشه

x
x mx (m )x

x mx m

     
   

3 2
2

0
3 0

3 0  

  پذیر باشد، داریم:  ها صفر است براي اینکه فقط در یک نقطه مشتق یکی از ریشه

) براي عبارت درجه دوم، 1    باشد: 0

m (m ) m m m          2 24 3 0 4 12 0 2 6  

(در حالتی که   باشد، ریشه نداریم و در حالتی که 0  باشد، ریشه مکرر  0

  پذیر است)  خواهیم داشت که مشتق

) براي عبارت درجه دوم 2    ها صفر باشد:  و یکی از ریشهباشد 0

x
m m

       0 0 0 3 0 3  
  برابر است با:  mمجموع مقادیر صحیح ممکن براي 

( ) ( ) ( ) ( )            3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 15  
  ) 92تا  77هاي  ، صفحه3(مشتق) (رياضي   

----------------------------------------------  

 (اميرهوشنگ انصاري)  » 3«گزينة  -150

Tدوره تناوب   f   پس ؛است4 ( ) f ( ) f ( )        7 8 1   است.1

xبنابراین معادلات خطوط مماس بر منحنی را در نقطه با طول    8کنیم و  پیدا می 1

  واحد به چپ انتقال می دهیم. 

3 21 1
1 3 4 7

4 3 31 3

y xf ( )
f ( )

y x
f ( )





     
    

  

x x
y (x )

(x )
 

  
 
  

8
3 8 2

4 783 3
  

y x

y x

   



     

3 22 22
4 25 25
3 3 3

HkL¶ pH Æoø

HkL¶ pH Æoø  

   
25 9122 303 3

ý°TiH

  ) 92تا  77هاي  ، صفحه3(مشتق) (رياضي   

----------------------------------------------  

  سريعروي  پيش -3رياضي     
  

 (سهيل حسن خان پور)  » 2«گزينة  -151

شود  گرفته می پذیر است. از صورت سوال نتیجه روي دامنۀخود پیوسته و مشتق fتابع 

xدر  fکه مشتق تابع    برابر صفر است:2

x a a
f (x) x x x a

x x
        

 
2 0 24 2 2 2  

2 2 2 2 22 2 4 4 16 4x (x ) a x a a a          ·H¼U¾M


aبررسی   4 : 

x x x x (x )(x x )        3 2 3 2 22 16 2 16 2 4 8  

xعبارت  x 2 4 0چون 8 .دارد، ریشه ندارد  

 جزء صحیح

  ها در مماس معادلات نیم
xنقطه به طول   1 

  ها در مماس معادلات نیم
xنقطه به طول   7 
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  اکیداً صعودي است.   ,2تابع در 

a، مثبت است وx با توجه به بازة  aتوجه داشته باشید که مقدار   4 .قبول نیست  
  ) 104تا  102هاي  ، صفحه3) (رياضي كاربرد مشتق(  

----------------------------------------------  

 (داود بوالحسني)  » 2«گزينة  -152

23
3 2
1 12 1

3
(x )

f (x) (x ) x a
(x a)

    


  

2
3 2

6 1 1
3

(x )(x a) (x )

(x a)

   



  

(x )( x a x )

(x a)

   


3 2
1 6 6 1
3

 

x x

x a x a

a
x a x

a a a

   
     

     

      

1 0 1
0

6 17 6 1 0 77
6 1 49 6 48 8

  

C. پس نقاط بحرانی عبارتند از ،B ،A
     

            

7 8 1
36 0 0  

S ( )    
1 36 7 18 7 1262  

 
  ) 112و  109تا  106هاي  ، صفحه3ي (رياض ) كاربرد مشتق(  

----------------------------------------------  

 (بابك سادات)  » 2«گزينة  -153

ها قسمتی از نمودار یک تابع درجه دوم  مطابق شکل، نمودار تابع در فاصلۀ بین ریشه

شوند و عرض آنها هم  ها واقع می در وسط ریشهدقیقاً  Minو  Maxاست. نقاط 
4  .است  

  را دو برابر کنیم:  ABCکافیست مساحت مثلث 

  

A BC
S 


 

4 8 162  

ABCD: مساحت چهارضلعی  16 2 32  

) 112و  109تا  106هاي  ، صفحه3(رياضي ) كاربرد مشتق(  

----------------------------------------------  

 )اميرهوشنگ انصاري(  » 2«گزينة  -154

هاي مختلف مثلثاتی  را در ناحیه xرا روشن کنیم باید  [cosx]براي آنکه تکلیف 
  ها را نیز جداگانه بررسی کنیم.  جداگانه و همچنین مرز بین ناحیه

[cos x]
x f (x) x


    0 202  

x f (x)   0 1  
[cos x]

x f (x) x


   0 20 2  

x f (x)
 

  
2

2 4  

[cos x]
x f (x) x


    1 2 12  

x f (x) x   2 1  
[cos x]

x f (x) x


     1 23 12  

xاین تابع ماکزیمم نسبی ندارد و در     نیممم نسبی دارد.  می 0
  ) 112تا  104هاي  ، صفحه3(رياضي ) د مشتقكاربر(   

----------------------------------------------  

 (سروش موئيني)  » 4«گزينة  - 155

b
f ( ) a

b
f ( ) a b a

( )

   

      
 2

1 2 22
1 0 0 4

1 1
  

a ,b  
2 8
3 3  

f              پس داریم:    (x) x f (x)
x (x )

    
  2

8 8
2 23 3
3 1 3 1

  

f (x) (x ) x y ( )           


2
8

2 30 1 4 3 33 2
ÁnHm«ÄI]

    
6 4 10
3 3 3 

  ) 112تا  104هاي  ، صفحه3(رياضي ) كاربرد مشتق(  

----------------------------------------------  

 (محمدحسن سلامي حسيني)  » 2«گزينة  -156

نسبی، مشتق  maxدانیم که در توابع پیوسته در نقطه  با توجه به آزمون مشتق اول می
نسبی، برعکس   minثبت است و در نقطه راست عددي منفی و مشتق چپ عددي م

x، نقطه fحال با توجه به این مطلب در تابع  .افتد این مطلب اتفاق می  2  نقطه
max  نسبی و نقطهx  1  نقطهmin .نسبی است  

f (x) 
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f نسبی در تابع minتوجه کنید که نقطۀ  (x) در نقطۀmax  نسبی تابعf افتد، اتفاق می  
                                                              یعنی:  x x    2 2 4  

  ) 112تا  104هاي  ، صفحه3(رياضي ) كاربرد مشتق(   
----------------------------------------------  

 )عباس اشرفي(  » 2«گزينة  - 157

]امنۀ تابع د , ]0   گیریم.  است. روي این بازه از تابع مشتق می 2
x x

f (x)
x x x x

       
 2 2

2 2 11 0 1 0
2 2 2

 

x x x   22 1  
  رسانیم.  طرفین را به توان دو می

x x x x x x       2 2 22 1 2 2 4 1 0  

x
 

  
4 8 2 2

4 2  

2باید مثبت باشد پس x1با توجه به اینکه  2
غیرقابل قبول است. براي  2

xهاي تابع را در  ، عرضfیافتن مینیمم مطلق   0 ،x  xو  2



2 2

2 

  کنیم.  محاسبه می
f ( ) 0 0  
f ( ) 2 2  

x x x
f ( ) x x x x ( x)

  
     

22 1 22 2 2 12  

x ( )


     
2 22 1 2 1 1 22  

)Aفاصلۀ نقطۀ  , )



2 2 1 xرا از خط  22 y    یابیم.  می 0

| ( ) || x y |
AH | |

   
 

   

2 2 2 2 2 2 21 2 12 2
22 2 2  

  ) 112تا  109هاي  ، صفحه3(رياضي ) كاربرد مشتق(  

----------------------------------------------  

 (مهدي براتي)  » 4«گزينة  -158

fهمیشه منفی است،  fبا توجه به اینکه مشتق تابع  (x) x    23 4 0  

مطلق باید به ترتیب  minو  maxاین تابع اکیداً نزولی است. بنابراین براي یافتن 

 gخروجی تابع  fپیدا کرد. چون ورودي تابع  fمترین و بیشترین ورودي را براي تابع ک

  یابیم.  را می gاست، کمترین و بیشترین خروجی 

g (x) x x x ,x       26 12 0 0 2  

x(نقاط بحرانی)  [ , ] g( ) , g( ) , g( )      1 2 0 3 2 5 1 5  

]در بازة  gماکزیمم و مینیمم مطلق تابع  , ]1   است.  - 3و  5به ترتیب  2

fog f ( ) ( ) ( )       33 3 4 3 10 29¢±õ¶ ´μÄq¨I¶   
35 5 4 5 10 155fog f ( )       ¢±õ¶ ´μÃ¹Ã¶   

Min Max      155 29 126  
  )112تا  109هاي  ، صفحه3(رياضي ) كاربرد مشتق(   

----------------------------------------------  
 (مهدي براتي)  » 2«گزينة  - 159

بنابراین قطر مستطیل (وتر مثلث  ؛گیریم ر میدر نظ xیکی از اضلاع مستطیل را 
  است.  x9الزاویه) برابر  قائم

 
  الزاویه داریم:  با توجه به رابطۀ فیثاغورس بین اضلاع مثلث قائم

y ( x) x x    2 29 81 18 

S xy x x   81 18®ÃõTv¶ SeIv¶  
  گیریم  از رابطۀ مساحت مستطیل مشتق می

x
S x x

  0 2 381 18  
  توانیم فقط از عبارت زیر رادیکال مشتق بگیریم)  (می

x x

x

x y

  

 
     

2162 54 0
0
3 81 18 3 27

¢Tz¶

¡ ¡ ù  

  بیشترین مساحت مستطیل برابر است با: 

S  3 27 9 3  
  ) 120تا  113هاي  ، صفحه3(رياضي ) كاربرد مشتق(  

----------------------------------------------  

 (دانيال ابراهيمي)  » 3«گزينة  - 160

دانیم که  می
ÂÄI\MI]·I¶p Søow اگر ،AB x  :بگیریم، داریم  

  
2 4 12
4 12

x x
t

 
  

ÂÄI\MI]−»HyhM ÂÄI\MI]³»jyhM

®¨  ·I¶p
   

  ترین زمان، مشتق عبارت را محاسبه می کنیم.  براي به دست آوردن کم

x x
t x

xx
       



2
22

1 1 1012 9 244 4
  

  رابر است با: حداقل زمان ب

mint
  

      

1 24 12 3 2 18 22 2 1 14 12 244 2 24 2  

/  
2 101 1 1 48213 2    

  ) 120تا  113هاي  ، صفحه3(رياضي ) كاربرد مشتق(  
----------------------------------------------  
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  پايهرياضي     
  

 زاده) (فهيمه ولي  » 3«گزينة  -161

  طبق قضیه تالس در ذوزنقه: 
AS BT x

(x )(x )
SD TC x


      


2 4 6 2 42 3   

  x x x x       2 26 2 8 2 14 0   

x

( )( )

x ,x x


    

 
     4

1 2

4 4 14 1 60
2 60 1 15 1 152

   

  ) 41تا  33هاي  ، صفحه2(رياضي  (هندسه)
----------------------------------------------  

 (اميرحسين خسروي)  » 3«گزينة  -162

  متساوي الاضلاع است پس:  ABCمثلث 

 B

C BC BE EC EC

AB BC AC

  
       
   

12 860
60 4

12




  

 

 

B C CE EF CF
ABE CEF

AB AE BEA E

      
 

4

1 1
812

60 (pp)
   

CE CF x
x

AB BE
    

4 8
12 8 3  

  ) 46تا  42هاي  ، صفحه2(رياضي  (هندسه)  
----------------------------------------------  

 (پيمان طيار)  »  1«گزينة  - 163

 

x a x y a b

y b y b

 
       1  

(x y)(a b)
( )

yb

 
        2 22 1 1  

  ) 32و  31هاي  ، صفحه2(رياضي  (هندسه)  
----------------------------------------------  

 (عليرضا فيضيان)  » 4«گزينة  -164

 
 
hAB BC

BC || DE ( )
AD DE h h h n

   
 

1
1 2 3

1 1  

hBC
MBC M DE

DE h n

 
  2

3
1  

h nh ( ) 3 2 2  

h
( ),( ) nh h h nh

h h nh n
     

 
1 1 1 2 2

1 2 2
11 2  

nh h nh h h (n ) h (n )       1 1 2 2 1 21 1  

h n

h n


 


1
2

1
1  

A BC

M BC

S BC.h n
:

S nBC.h






 



1

2

1
12

1 1
2

¸ÄHoMI¹M  

  ) 46تا  33هاي  ، صفحه2(رياضي  (هندسه)  

----------------------------------------------  

 (پيمان طيار)  » 4«گزينة  -165

ACEدر مثلث 


  با توجه به قضیه تالس داریم:  

AB BD x BD
BD || EC

AC CE


   

5
5 3  

3 5 15BD ( x)( )    

Aالزاویه  ئماز طرفی در مثلث قا DC


  داریم: 

2 2 5 2BD BC AB BD x( x)( )      

  ) داریم: 2) در (1با قراردادن رابطه (

( ( x)) x( x) ( x) x( x)

( x) x

      

  

2 23 95 5 5 55 25
9 525

  

x x x x      
4545 9 25 34 45 34  

  ) 46تا  33 هاي ه، صفح2(رياضي  (هندسه)  

----------------------------------------------  

 )بابك سادات(  » 2«نة گزي -166

ضلع بزرگتر مثلث دوم باشد و شرط بعد اینکه با بزرگترین  bشرط اول این است که 

  است.  4و یا  aضلع ممکن از مثلث اول متناظر شود که یا 

  کنیم.  پس یکی یکی دو حالت اخیر را بررسی می
  باشد:  aحالت اول: بزرگترین ضلع مثلث اولی 

  
  ابر نشد پس در این حالت دو مثلث متشابه نیستند. نسبت اضلاع متناظر بر

 
6 5
4 3
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حالت مختلف دیگر  2باشد که خود شامل  4حالت دوم: بزرگترین ضلع مثلث اولی 

  است. 

 

  
 

 
  است.  8برابر  bپس بیشترین مقدار 

  ) 46تا  42هاي  ، صفحه2(رياضي  (هندسه)   

----------------------------------------------  

 (سروش موئيني)  » 3«نة گزي -167

  با توجه به شکل روبرو داریم: 

 
h x

h


   اند. متشابه BCEو  BNPدو مثلث : 3

ABNM

ABCD

( x)h
S

x x

( )h
S



  
    

 


2 2
4 12

2 5 7 3 2
2

 

x x (x ) x
         42 221 29 29 584 2 22 2 2 2  

  ) 46تا  42هاي  ، صفحه2(رياضي  (هندسه)   

----------------------------------------------  

 (عباس اشرفي)  » 4«زينة گ - 168

  داریم:  ABCدر مثلث 

CD CE CE CB
CE

CA CB CB
    

1
5 5  

  داریم: CAMدر مثلث 

CF CD CF BC
CF

CM CA BC
    

1
1 5 10
2

  

  کنیم:  محاسبه می BCرا به صورت زیر برحسب  EFدر نتیجه طول 

BC BC BC
EF CE CF    5 10 10  

  ) 42تا  33هاي  ، صفحه2(رياضي  (هندسه)  

----------------------------------------------  

 (محمدحسن سلامي حسيني)  » 4«گزينة  -169

دهد به این  بندي در شکل، کار را سریعتر انجام می در این نوع سؤالات معمولاً نسبت

AMصورت که با توجه به اینکه 

MB


1
 AMNتمام عناصر مربوط به مثلث  ،است4

  کنیم. داریم:  بندي می نسبت 5را با ضریب  ABCو عناصر مثلث  1ا با ضریب ر

 

PC PB MQ QN  3 3¾MIzU®Ã²kM
 

QN b
BC bوMN bو

MQ b


  

 


1
45 3
4

 

hارتفاع مثلث  ABC5  

hارتفاع مثلث  AQN  

hوارد بر  MQBارتفاع مثلث  MQ4پس ،:  

BMQ

AQN

S

S


1
2 b

3
4 h 4

1
2 b

1
4 h

 12  

  ) 46تا  33هاي ، صفحه2(رياضي  (هندسه)  

----------------------------------------------  

 (محمدعلي جلالي)  » 4«گزينة  -170

HHHHHH
54321

B
1

B
2

B
3

B
4

B
5

B

A C

 

3a o¬H

3a o¬H
b

k b
a

     
5 6 20
3 4 3

b
k b

a
     

5 6 84 3
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به مساحت کل شده یا سفید) را  زده ها(سایه کافیست نسبت مساحت یکی از قسمت

صورت  به ABCهاي سفیدرنگ به مساحت مثلث  حساب کنیم. نسبت مساحت مثلث

  آید: زیر بدست می

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5
1 1 2 2 3 3

AB B B B B B B B B B B

B H B H B H ... BH ،BH h

    



   

1 1 2 2 5 5
2 5

6 6 6
h h h

B H ، B H ، ... ،B H     

1 1 2 2 2 3 5 5
1 2 5
2 6 6 6
1 1 2 5 15 5
2 6 12 4

B C C B C C B C CS S S ... S

h h h
m m ... m

( ... )h mh mh
m

   

 
       

 
  

   

k wÃÎ

   

1 6 32ABCS m h mh      

5 73 4 4
mh mh

S mh  ½jn¼in¼{IÀSμv¤  

7
74

5 5
4

mh
S

mhS
 

½jn¼in¼{IÀSμv¤
kÃÿwSμv¤

  

  ) 41تا  33هاي  ، صفحه2(رياضي  (هندسه)            

---------------------------------------------- 
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fاگر  -99 (x) (x ) (x )= + +2 2 32 fگاه مقدار ، آن 3 ( )  کدام است؟  1

1 )1264 2 )1164 3 )1200 4 )1100 

 ( 1204)آسان ـ محاسباتی ـ   3پاسخ: گزینه  

   

f (x) (x ) (x ) f (x) ( x)(x )(x ) (x ) (x )

f ( ) ( )( )( ) ( )( )

= + + = +



+ + + +

 =



+ =

2 2 3 2 3 2 2 2

0

2 3 2 2 2 3 3 3 2

1 2 2 3 64 3 1 9 1206

  
)Aاگر نقطۀ   -100 , )2 f(x)نقطۀ اکسترمم نسبی تابع 1 x bx d= + +3 bباشد، حاصل 2 d+2  کدام است؟ 

1 )2 2 )1 3 )−1 4 )−2 

 ( 5120)آسان ـ محاسباتی ـ   3پاسخ: گزینه  

   

)Aچون نقطۀ  , )2 fاست، اولاً باید fنقطۀ اکسترمم نسبی تابع 1 ( ) =2 f، ثانیاً باید1 ( ) =2  باشد، بنابراین داریم:  0

 
( )

f (x) x bx d f ( ) b d b d

f (x) x bx f ( ) b b

d

(

d b d

)= + + = + + = + = −

 = + = + = = −

− + = − = + = − +

  

  

⎯⎯→   −=

3

1

2

2

1

2 1 8 4 1 4 7

3 2 2 0 12 4 0 3

1

1

2 7 5 2 6 5

 

 
fکه تابع ای ازترین بازه طول بزرگ   -101 (x) x x= − +3 12  در آن نزولی اکید است، کدام است؟  4

1 )2 2 )4 3 )8 4 )6 

 ( 1205)آسان ـ محاسباتی ـ   2پاسخ: گزینه   

   

 اش بررسی کنیم باید مشتق تابع را تعیین علامت کنیم: برای این که وضعیت یکنوایی تابع را در دامنه 

 

 f (x) x x f (x) x x x= − + =  − = = = 3 2 212 4 3 12 0 4 2 
 

)در بازۀ  fتابع  , )−2  است.  4بازه برابرنزولی اکید است که طول این 2

 
از ضلع   Aچند برابر فاصلۀ رأس  AMHCایم. محیط چهارضلعی وارد کرده  BCرا بر وتر  MHعمود   ABوسط ضلع   Mدر مثلث شکل مقابل، از نقطۀ   -102

BC  است؟(BH , BM )= =16 20 

1 )3 2 )
7
2

 

3 )4 4 )
5
2

 

 (1102)متوسط ـ مفهومی / محاسباتی ـ  3پاسخ: گزینه  

 
                                                    الزاویه، ارتفاع وارد بر وتر برابر است با:در مثلث قائم

AB AC
AH

BC


= 

 

2 

1 
C

HB

A

M

CA

B
H

2- 2x

+ − +

− +

y

y
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 داریم: BMHبا استفاده از قضیه فیثاغورس در مثلث 

 MH = − = =12400 256 144 

Aو BMHدو مثلث  BC به حالت دو زاویه مساوی متشابهند، زیراB̂در هر دو مشترک است وˆĤ A= = 90 :بنابراین داریم ، 

 
AB BMBC AB AC BC

A BC BM H BC
BM BH MH

HC BC BH

= =
 ⎯⎯⎯= = = =

= − = − =

⎯⎯⎯→ 
2 40

4

40
50

20 16

50 316

 

Aالزاویهدر مثلث قائم BC :بنا به قضیه فیثاغورس داریم 

 AC = − = − = =2 2 3050 40 2500 1600 900 
 = + + + =9612 20 30  AMHCمحیط چهارضلعی 34

 برابر است با:   BCتا ضلع   Aفاصلۀ رأس 
AB AC

AH
BC

 
 = = = 4

40 30
0

2
5

 

 = =
96
24

4 

 
 واحد مربع است. مساحت این ذوزنقه کدام است؟   150، مساحت مثلث محدود به دو قطر و یک ساق برابر 40و  24های ای با طول قاعده در ذوزنقه   -103

1 )320 2 )640 3 )360 4 )720 

 (1102)متوسط ـ مفهومی / محاسباتی ـ  2پاسخ: گزینه   
 

 
S:  مقابلهای ذوزنقه با هم برابرند، پس در شکل دو قطر و ساق ه های محدود بمساحت مثلث S=1 2 

 اند. نهشتگاه دو مثلث مذکور با هم همالساقین باشد، آناگر ذوزنقه متساوی تذکر:
 

   

 . با هم برابر استBOCو AODهایهای محدود به دو قطر و یک ساق یعنی مثلثهای مثلث در هر ذوزنقه به شکل زیر همواره مساحت 

 بنابراین طبق فرض مسئله:  
S S= =1 2 150 

 

ABها برابر با هم متشابهند و نسبت تشابه آنDOCوOABاز طرفی، دو مثلث 

DC
= =
24 3
40 5

های این دو مثلث نیز برابر نسبت تشابه  است، پس نسبت ارتفاع 

 خواهند بود. h5وh3های این دو مثلث برابراست، یعنی ارتفاع 

 حال کافی است مساحت ذوزنقه را از دو طریق محاسبه کنیم: 
( ) h

S h
+ 

= =
24 40 8

256
2

 ذوزنقه 

O A B OCD O A D O BC

S S S S S= + +  ذوزنقه +

h h h

h h h h

=   +   + + = +

= + = = 

1 1
24 3 40 5 150 150 136 300

2 2

5
256 136 300 120 300

2

 

S =  = 640
5

256
2

 ذوزنقه 

 
 

A B

CD

O

4 

24

S1 S2

A B

CD

O

h 

h3

 AMHCمحیط چهارضلعی 

 BCاز ضلع  Aفاصلۀ 

A B

D C

S1
S2
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AMقطع کند. اگر  Nرا در نقطۀ  ABو امتداد ضلع  Mرا در نقطۀ   ACکنیم تا قطر خطی رسم می D، از رأس ABCDالاضلاع در متوازی   -104

AC
=
5
9

باشد،  

ANگاه حاصل آن 

AB
 کدام است؟  

1 )
3
2

 2 )
5
4

 3 )
7
5

 4 )
4
3

 

 (1102)متوسط ـ مفهومی / محاسباتی ـ  2پاسخ: گزینه   

   

ANچون DCهایاست، پس مثلثA M NوD M C :متشابهند و بنابراین خواهیم داشت 

 AB CD
( )

AN AM AN AM
A M N D M C

DC MC AB MC

=
 ⎯⎯= =⎯⎯→ 1 

 ( )AM AM AM AN
:

AC AC AM MC AB
  ⎯= = = =

−
⎯ →

−

1 5
4

5 5 5
9 9 5 4

 طبق فرض

 
DEدر شکل مقابل،    -105 BCو D  وسط ضلعAB طول است. اگر BF ،5  برابر طولFC  باشد، طولOC   چند برابر طولAE  است؟ 

1 )/0 5 

2 )/0 6 

3 )/0 4 

4 )/0 7 
 

 (1102)متوسط ـ مفهومی / محاسباتی ـ  1پاسخ: گزینه   

 
های  کند که اندازهخط جدا میدو ضلع دیگر مثلث را در دو نقطه قطع کند، روی آن دو ضلع، چهار پاره  ، هرگاه در یک مثلث، خطی موازی یکی از اضلاعقضیۀ تالس:  

DEدهند. به طور خلاصه هرگاه مانند شکل زیر داشته باشیم ها تشکیل یک تناسب را میآن BCگاه:  ، آنAD AE
DE BC

DB EC
 = 

 
 

شود های بالا اما نتیجه میهمان فرضتعمیم قضیۀ تالس: 
AD AE DE

AB AC BC
= = 

  
FCبا فرض x=:خواهیم داشتBF x= 5 

Aحالا طبق قضیه تالس در مثلث  BC  :داریم 

 
DE AD DE

DE x
BC AB x

=  =  =
1

3
6 2

 

Oو اگر قضیه تالس را در مثلث  D E :بنویسیم، خواهیم داشت 
FC OC x OC OC

DE OE x OE OE

OC OC

OE OC EC

= = =

= =
−




−


1

3 3

1 1
3 1 2

 

DEاست و   ABوسط  Dچون  BC پس ،E  نیز وسطAC  است، یعنیAE EC= و در نتیجه
OC

AE
=
1
2

 است. 

 
 

 

 

D E

A

B C

O

F

D E

A

B C

O

Fx x

A

D E

B C

A B N

M

CD
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7/برابر  BCاز ضلع  Eدر شکل مقابل، فاصلۀ رأس   -106 ABاست. اگر 2 x=وBD y= باشد، حاصلx y+2  کدام است؟  3

1 )72 
2 )48 
3 )57 
4 )63 

 (1102)متوسط ـ مفهومی / محاسباتی ـ  4پاسخ: گزینه   

 
Aهای تشابه دو مثلث حالت BCوA B C    :به صورت زیر است 
 اگر دو زاویه از مثلثی با دو زاویه از مثلث دیگر برابر باشند، آن دو مثلث متشابه است.  الف: 

ˆ ˆ ˆ ˆA A , B B ABC A B C    = =  
 اند:  ها برابر باشد، دو مثلث متشابههای دو ضلع از مثلث دیگر متناسب باشند و زاویۀ بین آنهای دو ضلع از مثلثی با اندازههرگاه اندازهب: 

AB AC ˆ ˆ, A A A BC A B C
A B A C

   = = 
   

 

 اند:  های سه ضلع از مثلث دیگر متناسب باشد، دو مثلث متشابههای سه ضلع از مثلثی با اندازههرگاه اندازهج: 

AB AC BC
A BC A B C

A B A C B C
  = = 

     
 

  
Eالزاویهدر مثلث قائم DC   :داریم 

ED t , DC z , EC , EH /= = = = =
36

12 7 2
5

 

 الزاویه داریم:  های مثلث قائمطبق ویژگی

 EH DC ED EC z t t z =   =  =
36 3

12
5 5

 

 t z z z z+ = + = =2 2 2 2 29 16
144 144 144

25 25
 : فیثاغورس 

 z z t t= 


=  = =2 25 144 3
15 15 9

16 5
 

Aهای حال با توجه به شکل مقابل، مثلث BCوD E C دو زاویه مساوی متشابهند، زیرا:  به حالت 

Ĉ
A BC D E C

ˆ ˆB E




= = 


90

 

 

 
AB AC BC x y

DE DC CE


+
= = = =

30 15
9 15 12

 : نسبت تشابه

 x , y x y+ = =  = + = 318 9 2 3 3 27 66 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

C
D

E

A

B

12

1 

C
H

E

D

C
D

E

A

B

12

1 

1 

 

y

x
 مشترک 

A

B C B C

A
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=ACوAB=28، اگر ABCدر مثلث   -107 ای قرار دارند که  به گونه  BCو   ACو  ABبه ترتیب روی اضلاع   Fو  Eو  Dهای و نقطه BC=20و16

 کدام است؟   FCلوزی است. اندازه   ADFEچهارضلعی 

1 )
60
9

 2 )
60
11

 3 )
80
9

 4 )
80
11

 

 (1102)متوسط ـ مفهومی / محاسباتی ـ  4پاسخ: گزینه   

   

 فرض کنیم با استفاده از تعمیم قضیه تالس خواهیم داشت:  xرا برابر   ADFEبا توجه به شکل، اگر طول ضلع لوزی 

 

FE CE FC
FE AB

AB AC BC

x x FC
x x x x

=

   

=

−
= = − = = =
16 112

448 28 16 44 448
28 16 20 11

 

 FC
FC = =  =



112
112

1
11 20
28 20 11 8

80
12

 

 
به سه قسمت مساوی تقسیم میاند و ساق های ذوزنقه رسم شده به موازات قاعده   GHو    EFهای  خط در شکل مقابل، پاره   -108 کنند. اگرهای ذوزنقه را 

GH EF=
5
4

 است؟   ABFEچند برابر مساحت ذوزنقۀ   ABCDگاه مساحت ذوزنقۀ باشد، آن 

1 )
29
7

 2 )
27
7

 

3 )
29
6

 4 )
27
6

 

 (1102)متوسط ـ مفهومی / محاسباتی ـ  2پاسخ: گزینه   

   

 کند، موازی دو قاعده و اندازۀ آن برابر میانگین دو قاعده است، پس داریم: ای را به هم وصل می های دو ساق ذوزنقه دانیم خطی که وسطمی 

GH EF=
5
4

 

EFکنیمفرض می x= GHو4 x= 5 

 

 

 

AB GH AB x
EF x AB x

EF DC x DC
GH x DC x

 



+ +
= = =

+ +
= = =

5
4 3

2 2

4
5 6

2 2

 

 

AHچون فاصلۀ خطوط موازی با هم برابر است، پس داریم:  H H H H    = = 

 توان نوشت:  و بنابراین می

 ABCD

ABFE

(AB CD) AH ( x x) AH
S

S
(AB EF) AH ( x x)AH

 +  + 

= = =

 +  +
7

1 1
3 6 3

2 2
1 1

3
2 2

27

4
 

 
 

 

 

 

F

H

CD

G

E

A B

F

H

CD

G

E

A B

H

H

H

C

A
D

E

B

x
x

x

F

x
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 کدام گزینه نادرست است؟    -109

 در صورت وجود، منحصر به فرد است.  f( مقدار ماکزیمم مطلق یا مینیمم مطلق تابع 1
,a)در بازۀ  f( اگر تابع 2 b).پیوسته باشد، قطعاً در این بازه ماکزیمم مطلق و مینیمم مطلق دارد 
 است.  fقطعاً یک نقطۀ بحرانی تابع  f( هر نقطۀ اکسترمم مطلق تابع 3

( اگر تابعی در بازۀ 4 a,b گاه نقاط تعریف شده باشد، آنx a=،x b= قطعاً نقاط بحرانی تابعf شوند. محسوب می 

 ( 1205)متوسط ـ مفهومی  ـ  2پاسخ: گزینه   

   

دارای ماکزیمم مطلق یا مینیمم مطلق باشد، فقط یک مقدار به عنوان ماکزیمم مطلق و فقط یک مقدار به عنوان   fصحیح است، زیرا اگر تابع   1گزینه  

 مینیمم مطلق تابع خواهد بود. 

در بازۀ   fاست، زیرا اگر تابع نادرست   2 گزینه  a,b بازه ماکزیمم مطلق و مینیمم مطلق دارد، اما اگر در بازۀ پیوسته باشد، قطعاً در این(a, b)  پیوسته

fباشد، ممکن است در این بازه دارای ماکزیمم مطلق یا مینیمم مطلق نباشد. به عنوان نمونه، تابع (x) tan x=در بازۀ( , )
 

−
2 2

پیوسته است، اما در 

 این بازه ماکزیمم مطلق و همچنین مینیمم مطلق ندارد.  

 

 
 

 صحیح است، زیرا در نقاط اکسترمم مطلق، مشتق یا برابر صفر است و یا موجود نیست.  3گزینه  

4xگزینه   a=x b=  موجود نیست. fمشتق تابع وصحیح است، زیرا در دو نقطۀ 

 

 

اگر  -110
x x

x
f(x)

x

+ −
=

−

132 2
4

fباشد، حاصل  ( )  کدام است؟  8

1 )
32
3

 2 )32 3 )16 4 )
16
3

 

 ( 1204)متوسط ـ مفهومی / محاسباتی ـ  4پاسخ: گزینه   

 
fاگر تابع (x) g(x) h(x)=  باشد به طوری کهh(x) رد  x a=  بوده و دارای مقدار صفرg(x)   درx a=گاه پیوسته باشد، آنf (a)  :برابر است با 

f (a) h (a)g(a) = 
xدر  h(x)به  تذکر: a=م. گوییعامل صفرشونده می 

  
 

x x x xx ( x )
f (x) ( x )

x x x

+ − −
= = = − 

− − −

13 3
32 2 2 2 2

2
4 4 4

 

)چون مقدار عبارت  x )−3 xدر نقطۀ   2 = توانیم فقط مشتق عامل صفرشونده را محاسبه  می  fشود، پس به دلیل وجود عامل صفرشونده در تابع  برابر صفر می8
xکنیم و آن را در سایر عوامل ضرب کنیم و مقدار عبارت را به ازای  =  به دست آوریم.  8

 
x

f (x) f ( )
xx

 = =   =  =
−

8 8

33 2 3
1 2 1 2 1 2

8
4 4 12 43 63

16

4
xبرای نقطۀ = 8 

 
 

 

 

 

 

y

x


2


−
2
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yخط   -111 x k= f(x)بر منحنی تابع 2+ x x k= − + −2 2 2 =xدر نقطۀ  fمماس است. عرض از مبدأ خط مماس بر منحنی تابع  1  کدام است؟  2−

1 )5 2 )4 3 )−5 4 )−4 

 ( 1204)متوسط ـ مفهومی / محاسباتی ـ  1پاسخ: گزینه   

   

 : m = yشیب خط مماس 2 x k= +2 معادله خط مماس : 

 چون مقدار مشتق به ازای طول نقطه تماس برابر است با شیب خط مماس، پس داریم: 

fطول نقطۀ تماس   (x) x x x − = == −2 2 2 2 2 2 

 هم در خط و هم در منحنی صدق کند، بنابراین داریم:   ،ای مشترک روی خط و منحنی است، پس باید مختصات آننقطۀ تماس نقطه 

 
k k k

f (x) x x f (x) x f ( )

− + − = + =

 = − + = − −



  − =2

4 4 2 1 4 5

2 9 2 2 2 6
 

 A
−2

17
mمختصات نقطه تماس  , = xشیب مماس بر منحنی در نقطۀ6− = −2 

 y (x ) y x+ − = − = − +17 6 2 6 x: معادله خط مماس بر منحنی در نقطه  5 = −2 

 =  عرض از مبدأ 5

 
 یک از توابع زیر، هر نقطۀ بحرانی تابع، یک نقطه اکسترمم نسبی تابع است؟  در کدام  -112

1 ) f (x) x x= + 2 )f (x) x x= + 3 )f (x) x= + 3 4 )f (x) x x= +3 4 

 (1205)متوسط ـ مفهومی ـ   2پاسخ: گزینه   

 
ف خود بیشتر و یا کمتر باشد، باز هم اکسترمم نسبی نیست، زیرا باید دارای یک همسایگی  راای باشد، )یعنی ابتدا یا انتهای بازه باشد( و از تمام نقاط اطای کنارهاگر نقطه

 در شکل زیر اکسترمم نسبی نیست.   Aاز هر دو طرف در دامنه تابع باشد. مثلاً نقطۀ 
 
 
 
 
 

  
 

 اش اکیداً صعودی است. فاقد اکسترمم نسبی است، زیرا تابع در دامنه  

 
 

 

 

 
 

xتمام نقاط   0 .نقطۀ بحرانی تابع هستند و این نقاط همگی اکسترمم نسبی تابع نیز هستند 

 
  

               
x x

f (x) x x
x


= + = 



2 0

0 0
 

 

 

 

1 2 3

1
2
3

y

x

y

x

y

x

A
f(x)
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xزیرا نقاط  0  شوند و نقطۀ هم ماکزیمم نسبی و هم مینیمم نسبی محسوب میx نیز مینیمم نسبی است. پس تمام نقاط بحرانی، اکسترمم نسبی   0=

 تابع هستند.  

xفاقد اکسترمم نسبی است، زیرا تابع در نقطۀ    =  فاقد همسایگی است.  3−

 

 
 

 ها اکسترمم نسبی است، زیرا: دارای دو نقطۀ بحرانی است، ولی فقط یکی از آن 

 f (x) x x f (x) x x x ( x ) x , x= + = + = + = = = −4 3 3 2 2 3
4 3 4 3 0 0

4
 

xنقطۀ  دهد. علامت نمی  اکسترمم نسبی نیست، زیرا مشتق تابع در طرفین این نقطه تغییر 0=

 

 

 

 
f(x)بیشترین و کمترین مقدار تابع  kبه ازای کدام مقدار   -113 x x x k= − − +4 3 23 4 در بازۀ 12 ,−2  قرینۀ یکدیگرند؟3

 16( 4 3( 3 32( 2 ( صفر 1

 ( 1205)متوسط ـ مفهومی / محاسباتی ـ  1پاسخ: گزینه   

   

 f (x) x x x k f (x) x x x= − − + = − − =4 3 2 3 23 4 12 12 12 24 0 

 

x(x x ) x(x )(x ) x , x , x

f ( ) k k

f ( ) k k

f ( ) k k

f ( ) k k

f ( ) k

 − − = − + = = = = −

− = + − + = +

= − − + = +

= − − + = − +

− = + − + = − +

=

 212 2 0 12 2 1 0 0 2 1

2 48 32 48 32

3 243 108 108 27

2 48 32 48 32

1 3 4 12 5

0

 

 max k= minمطلق  32+ k= −  مطلق32+

 ( k) ( k) k k+ +⎯ − + =⎯⎯⎯→ = = 032 32 0 2 0 

 
fتوابع   -114 (x) x x = − +23 66 g(x)و120 x x=  کند؟ در چند نقطه تغییر می  fogمفروضند. وضعیت یکنوایی تابع 2−

1 )2 2 )3 3 )4 4 )5 

 ( 1205ـ مفهومی / محاسباتی ـ  متوسط)  4پاسخ: گزینه   

   

 باید مشتق آن را تعیین علامت کنیم، برای این منظور داریم:   fogدانیم برای تشخیص وضعیت یکنوایی تابع می 

 
( )(fog) (x) g (x)f g(x) ( x )f (x x)

( x )( (x x) (x x) )

   = = − −

= − − − − + =

2

2 2 2

2 1

2 1 3 66 120 0
 

 
x x

(x x) (x x) (x x) (x x)






− = =



− − − + = − − − + =
2 2 2 2 2 2

1
2 1 0

2

3 66 120 0 22 40 0

 

y

x
3-

y
 

−
3
4x

y

+ +−
min
نسبی

 بنا بر فرض 
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((x x) )((x x) ) (x x )(x x )

x x (x )(x ) x , x

x x (x )(x ) x , x

− − − − = − − − − =

 − − = − + = = = −

 −



−



 


 =− = − + = =

2 2 2 2

2

2

2 20 0 2 20 0

2 0 2 1 0 2 1

20 0 5 4 0 5 4

 

 

 کنیم: را تعیین علامت می fogهای به دست آمده مشتق تابع حال با توجه به ریشه

 

 

 

 کند. تغییر مینقطه   در    fogطبق جدول، وضعیت یکنوایی تابع 

 
f(x)های زیر در مورد تابع چه تعداد از گزاره   -115 x x= + + −1  هستند؟ نادرست 4

 شمار نقطۀ بحرانی است.  الف: دارای بی

 ب: تابع فاقد ماکزیمم مطلق است.  

 نقطه با طول صحیح دارای مینیمم مطلق است.   6پ: تابع در  

 است.   5ت: مقدار مینیمم مطلق تابع برابر 

 3( 4 2( 3 1( 2 ( صفر 1

 ( 1205)متوسط ـ مفهومی  ـ  1پاسخ: گزینه   

   

زیرا تابع در بازۀ ها صحیح هستند،  تمام گزاره  fبا توجه به نمودار تابع   ,−1 شمار  برابر صفر است، پس دارای بی تابع ثابت است و مشتق تابع در تمام این نقاط  4

 نقطۀ بحرانی است.  

 

 

 

 

 

xاز طرفی، چون حد تابع در  → برابر+ است، پس تابع فاقد ماکزیمم مطلق است. همچنین در نقاطی با طول صحیحx = −1،x =0 ،x =1،x = 2 ،

x = 3،x =  است.   تابع دارای مینیمم مطلق است و از طرفی، کمترین مقدار تابع نیز برابر 4

 

(fog)

4-x

fog

+−
1-

+

2 5

− − +

1
2

y

x1- 4
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 )۲(فصل  ۳مشخصات سؤال: دشوار * شيمي  ▲  ۳پاسخ: گزينۀ  -۱۰۶

 واكنش كلي خوردگي آهن:  

Fe O H O Fe(OH) e  2 2 34 3 6 4 12  

   
    

     


kÃ²¼U pH Â{Iº ³o] oÃÃûU

x / e
x / x

/
x / LO

Fe(OH)

23

23
2

3

3 6 10
10 2

3 22 4 4 51 12 6 10 3 36
  

 )۳(فصل  ۳مشخصات سؤال: ساده * شيمي  ▲  ۳پاسخ: گزينۀ  -۱۰۷

ماند. از سويي با خـارج شـدن آب،  يابد ولي جرم سيليس ثابت باقي مي با خارج شدن آب از نمونه، جرم آب و در نتيجه جرم نمونه كاهش مي  

  يابد. درصد جرمي سيليس افزايش مي

g / g  
8012 9   شده جرم آب خارج 6100

/ / g  100 9 6 90   مانده جرم نمونۀ باقي 4

%/

/
  

45 2 100 5090   درصد جرمي سيليس 4

 )۳(فصل  ۳مشخصات سؤال: ساده * شيمي  ▲  ۴پاسخ: گزينۀ  -۱۰٨

  بالاتري داشته و ناپايدارتر است. شود. الماس نسبت به گرافيت سطح انرژي در ساخت مته و ابزار برش شيشه از الماس استفاده مي  

 )۳(فصل  ۳مشخصات سؤال: متوسط * شيمي  ▲  ۳پاسخ: گزينۀ  -۱۰۹

 توان از واژهٔ فرمول مولكولي براي آن استفاده كرد. الف) نادرست؛ هيدروژن فلوئوريد يك تركيب مولكولي است و مي  

gها برابر  و جرم مولي آن C(s)ب) درست؛ فرمول الماس، گرافيت و گرافن،    mol  است. 112

  از دو مولكول ديگر آب متصل است. Hو با دو پيوند هيدروژني به دو اتم  Hپ) نادرست؛ در ساختار يخ هر اتم اكسيژن با دو پيوند اشتراكي به دو اتم   

  ت) درست  

 )۳صل (ف ۳مشخصات سؤال: ساده * شيمي  ▲  ۴پاسخ: گزينۀ  -۱۱۰

  ها براساس متن كتاب درسي درست است. همۀ عبارت  

 

  )۷  ، فصل۳و  ۲هاي  (درس ۱رياضي *  ساده: سؤال مشخصات ▲  ۲پاسخ: گزينۀ  -۱۱۱

تغير نام دارد و بـه مقـدار كند، م شود و از عضوي به عضو ديگر معمولاً تغيير مي نكته: ويژگي خاصي از اعضاي جامعه كه بررسي و مطالعه مي  

  گويند.  دهند، مقدار متغير مي عددي كه به آن نسبت مي

  نادرست است.  ۲با توجه به نكته، گزينۀ   

  )۷  ، فصل۳(درس  ۱رياضي *  متوسط: سؤال مشخصات ▲  ۳پاسخ: گزينۀ  -۱۱۲

رو است:  صورت روبه بندي كلي متغيرها به نكته: دسته  

 

  

  گويند. » متغيرهاي كمي«اند،  گيري نكته: متغيرهايي را كه قابل اندازه  

  گويند. » متغيرهاي كيفي«گيري نيستند،  نكته: متغيرهايي را كه قابل اندازه  

  ختيار كند. را نيز بتواند ا ها آن را بتواند اختيار كند، هر مقدار بين bو  aنكته (متغير پيوسته): متغيري است كه اگر دو مقدار   

  نكته (متغير گسسته): متغيري است كه پيوسته نباشد.   

  نكته (متغير ترتيبي): متغيري است كه در آن نوعي ترتيب طبيعي وجود داشته باشد.   

  نكته (متغير اسمي (غيرترتيبي)): متغيري كيفي است كه ترتيبي نيست.  

   دوم  عنوان مثال ضرايب معادلۀ درجه بهx x  2 12 قرار  ۴و  3بين  هستند. عدد  4و  3هايش  عدد صحيح هستند و جواب 0

  رو هستيم.  باشد، پس با يك متغير كمي گسسته روبه دومي با ضرايب صحيح نداريم كه جوابش  دارد ولي معادلۀ درجه

    شيب خطوط گذرنده از نقطۀ( , )2   رو هستيم.  تواند باشد، پس با يك متغير كمي پيوسته روبه اي مي ، هر عدد حقيقي3

Âμ¨

ÂÿÃ¨

¾Tw¼ÃQ

¾Tvv¬

ÂLÃUoU

ÂμwH
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  )۷  ، فصل۲(درس  ۱رياضي *  متوسط: سؤال مشخصات ▲  ۳پاسخ: گزينۀ  -۱۱۳

  : تعداد اعضاي جامعه را اندازهٔ جامعه يا حجم جامعه و تعداد اعضاي نمونه را اندازهٔ نمونه يا حجم نمونه گويند. ۱نكتۀ   

شده را عضو نمونه گويند، پس هميشه  : بخشي از جامعه را كه براي مطالعه انتخاب شود، نمونه گويند و هريك از افراد يا اشياي انتخاب۲نكتۀ   

  تر يا مساوي تعداد اعضاي جامعه باشد.  يد كوچكتعداد اعضاي نمونه با

  برقرار باشد، پس: » تر يا مساوي تعداد اعضاي جامعه باشد. تعداد اعضاي نمونه بايد كوچك«بايد شرط   

n n n n n n n n n
               2 442 2 2 22 7 21 10 2 28 10 0 14 5 0 14 49 44  

/ /

(n ) n n n               2

0 3 13 6
7 44 7 44 44 7 44 7 44 7 44   

nاز طرفي    n22 nو  7 21   بايد مثبت باشند:  10

¥HoT{HIÄn n n( n ) n / n
n /

n n

          
   



22 7 0 2 7 0 3 5 0
3 51021 10 0 21

  

nاز اشتراك    / 3 و  5 / n /0 3 13 /به  6 n / 3 5 13   رسيم.  مي 7

  شود.  عدد مي ۱۰هستند كه شامل  ۱۳، ... و ۶، ۵، ۴تواند بگيرد،  مي nپس مقادير طبيعي، كه   

  )۷  ، فصل۲(درس  ۲رياضي *  ساده: سؤال مشخصات ▲  ۴سخ: گزينۀ پا -۱۱۴

كننـد.  شده را به چهار قسمت مساوي تقسيم مـي هاي مرتب ها (چارك اول، چارك دوم و چارك سوم) مقاديري هستند كه داده نكته: چارك  

  دهند.  نمايش مي Q3چارك سوم را با  و Q1بديهي است چارك دوم همان ميانه است. چارك اول را با 

  كنيم:  ها را از كم به زياد مرتب مي ابتدا داده  

, , , , , , , , , , , , ,1 1 2 3 3 3 4 4 5 6 6 7 7 8  

  است، پس:  ۱۴ها  تعداد داده  

Q , Q 1 33 6  

  هاي جديد داريم: كه براي داده طوري است. به ۱۲هاي جديد  كنيم و تعداد داده اين دو داده را حذف مي  

, , , , , , , , , , , Q / , Q /  1 31 1 2 3 3 4 4 5 6 7 7 8 2 5 6 5  

  خواهد شد.  ۴هاي جديد برابر  پس اختلاف چارك اول و چارك سوم داده  

  )۷  ، فصل۲(درس  ۲رياضي *  ساده: سؤال مشخصات ▲  ۲پاسخ: گزينۀ  -۱۱۵

CVميانگين (معيار به  شود، نسبت انحراف نمايش داده مي CVنكته: ضريب تغييرات كه با   
x


 .است (  

  تغيير نخواهد كرد.  ها آن هاي آماري با مقدار ثابتي جمع شود، واريانس نكته: اگر هريك از داده  

  نيز با همان مقدار ثابت جمع خواهد شد.  ها آن هاي آماري با مقدار ثابتي جمع شود، ميانگين نكته: اگر هريك از داده  

  كند. بنابراين:  تغيير نمي ها آن شود ولي انحراف معيار واحد اضافه مي ۲ ها آن كنيم، به ميانگين واحد اضافه مي ۲ها  كدام از داده وقتي به هر  

(1)CV x
x x

 
     1 2   هاي اوليه : ضريب تغييرات داده2

(2)CV CV x
x


       

2 1
1 1 1 22   هاي جديد : ضريب تغييرات داده2

(1) (2), x x x    2 2 2  

  )۷  ، فصل۲(درس  ۲رياضي *  ساده: سؤال مشخصات ▲  ۱پاسخ: گزينۀ  -۱۱۶

  شود:  براي نمايش آن استفاده مي 2نامند و از نماد  را واريانس مي ها آن ها از ميانگين نكته: ميانگين مجذور اختلاف داده  

N(x x) (x x)

N

      
 

2 2
12  

CVمعيار به ميانگين ( شود، نسبت انحراف نمايش داده مي CVتغييرات كه با  نكته: ضريب  
x


 .است (  

  دانيم:  مي  

CV x
x x


    

1 1   ضريب تغييرات 44

  از طرفي:   

(x x) (x x) (x x) (x ) (x ) (x )                 
   

2 2 2 2 2 2
1 2 10 1 2 102 4 4 4110 10  

  پس:   

(x ) (x ) (x )         2 2 2
1 2 104 4 4 10  
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۲۴

  )۷  ، فصل۲(درس  ۲رياضي *  متوسط: سؤال مشخصات ▲  ۲پاسخ: گزينۀ  -۱۱۷

  شود:  براي نمايش آن استفاده مي 2نامند و از نماد  را واريانس مي ها آن ها از ميانگين نكته: ميانگين مجذور اختلاف داده  

N(x x) (x x)

N

      
 

2 2
12  

  دهيم.  نمايش مي نماد  گوييم و با نكته: جذر واريانس را انحراف معيار مي  

معيارشان  گيريم. انحراف در نظر مي ۳٨و  x1 ،x2، ... ،x17 ،۲۰صورت  دادهٔ اوليه را به ۱۹      است، پس:  7

          
      

 
      

A

(x ) (x ) ( ) ( )

A
A A

2 2 2 2
2 1 1729 29 20 29 38 297 49 4919

81 81 49 162 931 76919

  

شده  هاي حذف ميانگين داده  



20 38 شده نيز  و ميانگين سه دادهٔ اضافه 292

 


27 28 32 كنـد.  است، پس ميانگين تغييري نمي 293

  كنيم:  دادهٔ جديد را محاسبه مي ۲۰واريانس 

               
    

(x ) (x ) ( ) ( ) ( )
/

2 2 2 2 2
1 172 29 29 27 29 28 29 32 29 769 4 1 9 783 39 1520 20 20  

  )۷  ، فصل۲(درس  ۲رياضي *  متوسط: سؤال شخصاتم ▲  ۱پاسخ: گزينۀ  -۱۱٨

 Rدهد و آن را بـا نمـاد  ها را نشان مي ترين داده ترين و كوچك ترين شاخص پراكندگي است كه اختلاف بين بزرگ نكته: دامنۀ تغييرات ساده  

  دهيم.  نمايش مي

  انگين صفر خواهد شد. ها از مي ها، مجموع اختلاف داده اي از داده نكته: همواره براي هر مجموعه  

 

           

        

     n

n n n n n n

n (n ) (n ) (n )(n )

n n
2

2 3 3 2

2 2

1 0

1 5 4 1 0 1 0
1 1 0 1 1 0

1 0 1

  

nهاي  پس داده   n , n ,n n  4 2 27 10   صورت زير هستند:  به 3

  11 4 nدامنۀ تغييرات 7 , ,   1 4 11 8  

  )۷  ، فصل۲(درس  ۲رياضي *  متوسط: سؤال مشخصات ▲  ۴پاسخ: گزينۀ  -۱۱۹


      

n(n )
. n

11 2 3   : نكته2

  دهيم و برابر است با:  نشان مي Xهاست كه آن را با  نكته: ميانگين، متوسط يا مركز ثقل داده  

Nx x x
X

N

     
 1 2  

  ها است.  برابر با تعداد كل داده Nها و  داده ixكه در آن   

  گيريم. پس داريم:  مي Sو مجموعشان را  Xشان را  ، ميانگينnلات اوليه را تعداد جم  

S
X

n
  

nكنيم، پس به مجموعشان  واحد اضافه مي n، ... و ۳، ۲، ۱حالا به جملات         1 2   شود:  واحد اضافه مي 3

kÄk]  ¾Ã²»H  ¾Ã²»H
n(n )

S S n S


         
11 2 2  

  ها تغييري نكرده، ميانگين جديد برابر است با:  از آنجا كه تعداد داده  

kÄk]
kÄk]  ¾Ã²»H kÄk]  ¾Ã²»H

n(n )
SS S n n n

x x x x
n n n


   

        

1
1 1 12

2 2 2  

  واحد افزايش يافته است. پس:  ۱۶هاي جديد نسبت به حالت قبل  ميانگين داده  

n
n


  

1 16 312  

  شتر بود، يعني: ها بي واحد از تعداد داده ٨از طرفي ميانگين اوليه،   

x n    8 31 8 39  
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  )۷  ، فصل۲(درس  ۲رياضي *  متوسط: سؤال مشخصات ▲  ۱پاسخ: گزينۀ  -۱۲۰

axهـاي  باشد، ميانگين و انحـراف معيـار داده  و xترتيب  به nx، ... و x1هاي  معيار داده : اگر ميانگين و انحراف۱نكتۀ    b1 و ... ،nax b 

axترتيب  به b  وa  باشد.  مي  

CVمعيار به ميانگين ( نسبت انحراف شود، نمايش داده مي CV: ضريب تغييرات كه با ۲نكتۀ   
x


 .است (  

  باشد، پس:  و  xترتيب  به x56، ... و x1هاي  معيار داده فرض كنيم ميانگين و انحراف  

   هاي  معيار داده گين و انحرافميانx 12 1 ،x 22 x، ... و 1 562 xترتيب  به 1 2   شود.  مي 2و  1

   هاي  معيار داده ميانگين و انحراف
x

1 23 ،
x

2 ، ... و 23
x

56 ترتيب  به 23
x
 و  23


  شود.  مي 3

  كنيم:  ضريب تغييرات هر دو دسته را محاسبه مي  












Zoh¶ » Rn¼Å
nkMoò

CV
x

CV
x x

1

2 3

2
2 1

3
623

  

، CV1به  CV2نسبت   
20
  است، پس:  100


    

 


       

CV xx
CV x

x

x x x x

2
1

20 1 2 1 16
2100 5 2 12 5

2 1
1710 5 2 12 8 17 8

  

  هاي دستۀ اول برابر است با:  ميانگين داده  

x ( )     
17 17 132 1 2 1 18 4 4  

  آيد:  دست مي تا بود ضرب كنيم، مجموعشان به ۵۶شان را در تعدادشان كه  اگر ميانگين  

    
1356 14 13   مجموع تعداد  ميانگين 1824

  )۷  ، فصل۲(درس  ۲رياضي *  متوسط: سؤال مشخصات ▲  ۴پاسخ: گزينۀ  -۱۲۱

  كند.  تغييري نمي هايمان مقداري ثابت اضافه كنيم،  نكته: اگر به داده  

  برابر است با:  nx، ... و x1هاي  معيار داده نكته: انحراف  

n(x x) (x x)

n

      
 

2 2
1  

CVمعيار به ميانگين ( شود، نسبت انحراف نمايش داده مي CV: ضريب تغييرات كه با ۲نكتۀ   
x


 .است (  

CVثابت است. با توجه به رابطۀ  ي، مقدار عدد زوج متوال ۵با توجه به نكته، براي   
x


 براي آنكه ،CV  بيشترين مقدار ممكن شود بايد

x شود: شان عدد وسطي مي گيريم كه ميانگين نظر ميدر  ۱۰و  ٨، ۶، ۴، ۲پس پنج عدد زوج متوالي را  .باشد ها آن كمترين مقدار  

 x  6  

  كنيم:  معيار را حساب مي حال انحراف  

        
 

   
       

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 22

2

2 6 4 6 6 6 8 6 10 6
5

16 4 0 4 16 8 8 2 25

  

  برابر است با:  CVپس بيشترين مقدار   

/
CV /

x


   

2 2 2 1 41 0 476 3 3  
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  )۷  ، فصل۲ (درس ۲رياضي *  متوسط: سؤال مشخصات ▲  ۳پاسخ: گزينۀ  -۱۲۲

  شان صفر است و برعكس.  نكته: اگر تعدادي دادهٔ آماري برابر داشته باشيم، واريانس، انحراف معيار و ضريب تغييرات  

bواريانس پنج دادهٔ    ,b ,b ,a ,a a 28  برابر با صفر است، پس همگي با هم برابرند. ابتداa a2  وa   دهيم:  را برابر قرار مي 8

a
a a a a a (a )(a )

a


              

2 2 48 2 8 0 4 2 0 2  

  b  بايد باa  bبرابر باشد، پس يا  8   4 8 bاست يا  12    2 8 bنبايد دورقمي باشد، پس  b. چون 6    قبول است.  6

  كنيم:  اضافه مي ها آن را به ۱٨بوده است. حالا عدد  ۶ر نتيجه هر پنج دادهٔ اوليۀ ما د  

, , , , ,6 6 6 6 6 18  

  ميانگين برابر است با:   

( )
x

 
   

6 5 18 5 3 86  

  كنيم:  معيار را محاسبه مي حال انحراف  

( ) ( )   
       

2 22 5 6 8 18 8 20 100 20 20 2 56 6  

  ضريب تغييرات برابر است با:   


    /

CV /
x

2 5 5 2 24 0 568 4 4  

  )۷  ، فصل۲(درس  ۲رياضي *  دشوار: سؤال مشخصات ▲  ۱پاسخ: گزينۀ  -۱۲۳

  حل اول:  راه  

  دهيم:  رو را انجام مي ها، مراحل روبه : براي محاسبۀ چارك۱نكتۀ   

  

axدوم  : در معادلۀ درجه۲نكتۀ    bx c  2 (با شرط  0  ها  )، مجموع ريشه0
b

S
a


 شان  ضرب و حاصل

c
P

a
  .است  

  رو هستند:  صورت روبه جملۀ اول دنباله به ۲۰  

t , t , , t      4 3 15
1 2 202 2 2  

  اند.  جملات از كوچك به بزرگ مرتب  

  بر با ميانگين جملۀ دهم و يازدهم است: ميانه (چارك دوم) برا  

 
    

t t
Q

5 610 11 4 5
2

2 2 2 2 482 2  

  دهد:  ترتيب چارك اول و سوم را به ما مي عضو است. ميانۀ نيمۀ اول و دوم به ۱۰ها، هر كدام شامل  نيمۀ اول و دوم داده  

 
  

t t
Q

15 6
1

2 2 3
2 2 2  

 
    

t t
Q

10 1115 16 9 10
3

2 2 2 2 15362 2  

برابر با  ترتيب به cو  a ،bپس   
3
  هستند.  ۱۵۳۶و  ۴٨، 2

axمعادلۀ    bx c  22   دهيم:  را تشكيل مي 0

             x x x x x x , x x
32 2

1 2 1 23 48 1536 0 16 512 0 16 512  

  ها برابر است با:  مجموع معكوس ريشه  

 
    


x x

x x x x

42 1 5
91 2 1 2

1 1 16 2 2512 2
  

.kÄn»AïÂ¶ Swjï¾M Hn IÀï½jHj ¾à ºIÃ¶ HkTMH (1

.kÃ¶I¹M −»H ¥nIa Hn ·A » kÄn»A Swjï¾M ¾ºIÃ¶ ¦Ä ,¾ºIÃ¶ pH ®L¤ ½k{ïKUo¶ ÁIÀï½jHj ÁHoM (2

.kÃ¶I¹M ³¼w ¥nIa Hn ·A » kÄn»A Swjï¾M ¾ºIÃ¶ ¦Ä ,¾ºIÃ¶ pH k÷M ½k{ïKUo¶ ÁIÀï½jHj ÁHoM (3
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  حل دوم:  راه  

در معادلۀ     ax bx c22   آوريم: دست مي ها را به مجموع معكوس ريشه 0



 
    

 

         

  
  


b
x x ba

cx x x x c
a

t t t tb ( )
b Q

c t t ( )
t t

c Q

1 2
1 2 1 2

5 6 510 11 10 11 5
2 10 11 1015 16

15 16
3

1 1 2

2
2 2 2 1 2 22 2 2 2 1 2

2

  

  )۷  ، فصل۲(درس  ۲رياضي *  دشوار: سؤال مشخصات ▲  ۴پاسخ: گزينۀ  -۱۲۴

 Q2م و آن را با نامي هاي قبل از آن برابر است ميانه مي هاي بعد از آن با تعداد داده ها، مقداري را كه تعداد داده نكته: پس از مرتب كردن داده  

  دهيم.  نمايش مي

هاي اوليه برابر نيست (چـون  كدام از داده تا است. پس ميانه برابر با ميانگين دادهٔ نهم و دهم است. از آنجايي كه ميانه با هيچ ۱٨ها  تعداد داده  

  ت زير باشد: ها بايد به يكي از دو صور ميانگين عدد طبيعي نيست)، پس چينش داده



IU IU IU

´¿º ½à jHj ´Àj ½à jHj
x , , x ,x , , x , x , , x              

4 5 9
1 1 7 7 40 2 40 2

  
 )۱  



IU IU IU

´Àj ½à jHj´¿º ½à jHj
x , , x , x , , x ,x , , x             

9 4 5
40 2 40 2 1 1 7 7
  

 )۲  

17/كنيم و برابر با  در هر دو حالت ميانه را محاسبه مي     دهيم:  قرار مي 5

´¿º ½à jHj ´Àj ½à jHj x x
Q / / / x x

   
         2

7 40 217 5 17 5 17 5 47 35 122 2 )۱  

´¿º à½jHj ´Àj ½à jHj x x
Q / / / x x

   
         2

40 2 117 5 17 5 17 5 41 35 62 2 )۲  

  گيرند:  ترتيب قرار نمي ها به قبول است؛ زيرا داده  غيرقابل xراي آمده ب دست هر دو مقدار به  

−»H S²Ie ³»j S²Iex x
, ... , , , ... , , , ... , , ... , , , ... , , , ... ,

  12 613 13 19 19 16 16 28 28 7 7 13 13   

  )۴  ، فصل۲(درس  ۳رياضي *  ساده: سؤال مشخصات ▲  ۲پاسخ: گزينۀ  -۱۲۵

nfيك عدد صحيح باشد و  nنكته: اگر    (x) x :آنگاه ،nf (x) nx   1.  

xدر  gو  fكته: اگر توابع ن   a پذير باشند، آنگاه:  مشتق(f g) (a) f (a) g (a)    .  

f     آوريم:  دست مي را به fابتدا مشتق تابع    (x) x x f (x) x     2 4 4 2 4  

  كنيم:  شده را حل مي اكنون معادلۀ داده  

f (x) f (x) x x ( x ) x x (x )(x ) x , x                2 22 4 4 2 2 4 8 12 0 6 2 0 6 2  

xها،  ينهبا توجه به گز      جواب سؤال است.  6

  )۴  ، فصل۲(درس  ۳رياضي *  ساده: سؤال مشخصات ▲  ۲پاسخ: گزينۀ  -۱۲۶

xدر  fنكته: اگر تابع    a  هريك از شرايط زير را داشته باشد، در اين صورتf پذير نيست: در اين نقطه مشتق  

  ۱ (f  درa ته نباشد. پيوس  

  ۲ (f  درa  پيوسته باشد و مشتق راست و مشتق چپ درx a :  

  اي).  الف) هر دو موجود (متناهي) ولي نابرابر باشند (نقطۀ گوشه  

  اي).  ب) يكي متناهي و ديگري نامتناهي باشد (نقطۀ گوشه  

  پ) هر دو نامتناهي باشند.   

xهاي  لنقطه به طو ۵در  fتابع    , , x , x ,x1 2 3 مشتق ندارد؛ زيـرا  40

  ناپيوسته است.  x1تابع در 

xطول  نقاط به    0 ،x2  وx3 اي هستند و مشتق راست  نقطه گوشه

  و چپ نابرابرند. 

مشتق راست و چپ نامتناهي هسـتند.  x4ن در نقطه به طول همچني  

  (مماس قائم) 

y

x
x4x3x2x1
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  )۴  ، فصل۲(درس  ۳رياضي *  ساده: سؤال مشخصات ▲  ۳پاسخ: گزينۀ  -۱۲۷

xدر  gو  fنكته: اگر توابع    a پذير باشند، آنگاه: مشتق  

 g(a)  0 ،
f f (a)g(a) g (a)f (a)

( ) (a)
g (g(a))

   2  

fنكته: اگر    (x) ax b   وax b    ، آنگاه: 0

a
f (x)

ax b
 

2
  

( x ) (x x ) (x x ) ( x )
f (x)

(x x )

( )(x x ) ( x )( x )
xf (x)

(x x )

        
 

    
 

 

3 3
3 2

3 2

3 2

4 1 2 5 2 5 4 1
2 5

4 2 5 3 2 4 1
2 4 1

2 5

  

( ) ( )

f ( )
( )

  
      

 2

4 1 10 9 2 922 92 303 31
  

  )۳  ل، فص۲(درس  ۳رياضي *  متوسط: سؤال مشخصات ▲  ۳پاسخ: گزينۀ  -۱۲٨

nصورت  به nاي از درجۀ  يك تابع چندجمله fنكته: فرض كنيم    nf (x) ax bx k      1  باشد كه در آنn  عددي طبيعـي وa  يـك

  عدد حقيقي غيرصفر است. در اين صورت: 

n n n n

x x x x
lim (ax bx k) lim ax , lim f (x) lim ax
   

       1  

xدانيم  مي      جزء صحيح عددx  است. اگرP 0 x، آنگاه: 1 x P     بنابراينx x P    آوريم.  دست مي است. اكنون حاصل حد را به  

x x x x x

x x P x x x
lim f(x) lim lim lim lim

x x x x x
x ( ) x ( )

x x

    

 
     

   
  2 33 2

3 4 4 4 42 21 14 1 14

  

  حل دوم:  راه  

x، آنگاه: xنكته: وقتي    ~ x  .  

  ارزي پرتوان داريم:  استفاده از هم با  

x x x x

x x x x
lim f(x) lim lim lim

x x xx x   


    

  32 3
3 4 4 424

  

  )۳  ، فصل۲(درس  ۳رياضي *  متوسط: سؤال مشخصات ▲  ۴پاسخ: گزينۀ  -۱۲۹

nصورت  به nاي از درجۀ  يك تابع چندجمله fنكته: فرض كنيم    nf (x) ax bx k      1  باشد كه در آنn  عددي طبيعـي وa  يـك

  غيرصفر است. در اين صورت: عدد حقيقي 

n n n n

x x x x
lim (ax bx k) lim ax , lim f (x) lim ax
   

       1  

  عددي طبيعي باشد. در اين صورت:  nنكته (قضيه): فرض كنيم   

الف)   
nx

lim
x


1 0  

ب)   
nx

lim
x


1 0  

x x x

x

x bx x bx ax x ax
lim (f (x) x ) lim ( x ) lim ( )

ax ax

( a)x ( b a)x
lim

ax

  



     
     

 

     
 



2 2 2

2

2 2 3 9 2 63 2 3 23 3
2 3 9 2 6 03

  

ت بيشتر باشد. چون مخرج درجۀ اول است، بايد در صورت فقـط عـدد وجـود حاصل حد برابر صفر شده است، پس بايد درجۀ مخرج از صور  

  داشته باشد، بنابراين: 

a a
a b

b a b b


      

           


22 3 0 253
4 23 39 2 0 9 03 3
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  )۴  ، فصل۲(درس  ۳رياضي *  متوسط: سؤال مشخصات ▲  ۱پاسخ: گزينۀ  -۱۳۰

xدر  fنكته (قضيه): اگر تابع    a ه پذير باشد، آنگا مشتقf  درa  .پيوسته است  

  پذير باشد، مشتق چپ و راست تابع در اين نقطه برابر است.  مشتق aطول  اي به در نقطه fنكته: اگر تابع   

xدر  fتابع     xدر  fپذير است، پس تابع  مشتق 2    پيوسته است، بنابراين:  2

Â«Tw¼ÃQ óo{x x

x x

lim f (x) lim ax b a b

a b ( )*

f ( ) lim f (x) lim x

 

 

 

 

    



  


  


2 2

2 2

2 4

4 2
2 2 2

  

  آوريم:  دست مي را به fاكنون مشتق تابع   

( )*

a ; x f ( ) a

f (x) a a ( ) b b

; x f ( )
x





  
              
    

2 2 2 2
1 1 12 4 2 12 4 42 12 22 2 2

  

  )۴  ، فصل۲(درس  ۳رياضي *  متوسط: سؤال مشخصات ▲  ۲پاسخ: گزينۀ  -۱۳۱

  است.  aبرابر مشتق آن تابع در  aاي به طول  نكته: شيب خط مماس بر نمودار يك تابع در نقطه  

x اي به طول ابتدا عرض نقطه      آوريم:  دست مي را به 3

x
f (x) f ( ) A( , )

x

 
      

 
1 3 13 4 3 42 2 3  

fاكنون با محاسبۀ    ( )   آوريم:  دست مي شيب خط مماس را به 3

( )( x) ( )(x )
f (x) f ( )

( x)

      
 2

1 2 1 1 1 3
2

  

Aحال معادلۀ خط مماس را در نقطۀ    ( , )3   نويسيم:  مي 4

m x
A( , )

y y m(x x ) y (x ) y x y
 


            3 0
3 4 4 3 3 3 13 13   

  )۴  ، فصل۲(درس  ۳رياضي *  متوسط: سؤال مشخصات ▲  ۴پاسخ: گزينۀ  -۱۳۲

  است.  aبرابر مشتق آن تابع در  aطول  اي به نكته: شيب خط مماس بر نمودار يك تابع در نقطه  

xدر  gو  fنكته: اگر توابع    a پذير باشند، آنگاه مشتق:  

 g(a)  0 ،
f f (a)g(a) g (a)f (a)

( ) (a)
g (g(a))

   2  

  آوريم:  دست مي را به ABابتدا معادلۀ خط   

KÃ{
A( , )

AB y x

B( , )


      




1 3
7 3 2 2 11
5 1 3 3 35 7

  

xطول  اي به در نقطه ABخط     fهمان  ABمماس است. بنابراين شيب خط  fبر نمودار  2 ( )   است:  2

f ( ) , f ( ) ( )    
2 2 112 2 2 53 3 3  

اكنون شيب خط مماس بر تابع   
x

y
f (x)

  را با محاسبۀ مشتق آن درx    آوريم:  دست مي به 2

f (x) f (x) x f ( ) f ( )
y y ( )

f (x) (f ( ))

          2 2

451 2 2 2 1132 25 752
  

  )۴  ، فصل۲(درس  ۳رياضي *  متوسط: سؤال مشخصات ▲  ۳پاسخ: گزينۀ  -۱۳۳

xدر  fته: اگر تابع نك   a  هريك از شرايط زير را داشته باشد، در اين صورتf پذير نيست: در اين نقطه مشتق  

  ۱ (f  درa  .پيوسته نباشد  

  ۲ (f  درa  پيوسته باشد و مشتق راست و مشتق چپ درx a :  

  اي).  نابرابر باشند (نقطۀ گوشه الف) هر دو موجود (متناهي) ولي    

  اي).  ب) يكي متناهي و ديگري نامتناهي باشد (نقطۀ گوشه    

  پ) هر دو نامتناهي باشند.     
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  حل اول:  راه  

yاگر نمودار تابع    x ax b  2 باشد،  صورت  به  

xآنگاه نمودار    ax b 2  است و تابع در نقاط  به صورتx1  وx2 ناپذير است.  مشتق  

xپس     xو  1 a  صفرهاي متمايز تابعy x ax b  2 راين: هستند، بناب  

IÀï¾zÄn Ì¼μ\¶

IÀï¾zÄn Joòï®ÅIe

S a a a a
a b

P b a b b

              
        


11 2 4 2 111 2

  

  حل دوم:  راه  

yنكته: تابع    f (x)هاي سادهٔ  ، در ريشهf (x)    اي است.  ناپذير و نقطۀ گوشه ، مشتق0

  x  xو  1 a مطلق هستند، بنابراين: هاي سادهٔ عبارت داخل قدر ريشه  

                
    


a a a
x ax b (x )(x a) x x( a) a

a b b

2 2
11 21 1 1

2

  

aپس    b  4 2   است.  1

  )۴  ، فصل۲و درس  ۳، فصل ۲(درس  ۳رياضي *  متوسط: سؤال مشخصات ▲  ۱پاسخ: گزينۀ  -۱۳۴

nصورت  به nاي از درجۀ  يك تابع چندجمله fنكته: فرض كنيم    nf (x) ax bx k      1 د كه در آن باشn  عددي طبيعـي وa  يـك

  عدد حقيقي غيرصفر است. در اين صورت: 

n n n n

x x x x
lim (ax bx k) lim ax , lim f (x) lim ax
   

       1  

nfيك عدد صحيح باشد و  nنكته: اگر    (x) x :آنگاه ،nf (x) nx   1.  

fخطي است، پس وارون آن نيز يك تابع خطي است. در نتيجه  fتابع    (x) ax b  1 :بنابراين .  



   

       
    

  x x x x

x f (x) x(ax b) ax bx ax a
lim lim lim lim

x x x x x x x

1 2 2
2 2 2 2

3 3 3
33 2 3 2 3 2 3

  

a
a f (x) x b         15 15 15

3 4 4 4  

  آوريم:  دست مي را به fاكنون ضابطۀ   

y x b y b x (y b) x          
15 15 4
4 4 15  

           x y
f (x) x b f (x) f ( )

4 4 4 4515 15 15 15  

  )۴  ، فصل۲(درس  ۳رياضي *  متوسط: سؤال مشخصات ▲  ۴پاسخ: گزينۀ  -۱۳۵

xدر  gو  fاگر توابع نكته:    a پذير باشند، آنگاه:  مشتق(f g) (a) f (a) g (a)      

  آوريم.  دست مي را به gو  fابتدا ضابطۀ   

yتابع سهمي    f (x)  درx  fها مماس است و  بر محور طول 3 ( ) 0 f     ، پس: 3 (x) (x )  21 33  

yتابع خطي    g(x)  از مبدأ و نقطۀA( , )6 g(x)         كند، پس:  عبور مي 3 x
1
2  

  آوريم:  دست مي شده را به اكنون مشتق تابع داده  

x x( x x ) ( x )( x )
xg(x)

y y y
f (x) x x ( x x )

   
    

   

2 2 2

2 2 2

1 1 2 12 3 22 3 3 2
1 12 3 2 33 3

  


    

    
 

x
( ) ( )( )

y ( )
( ) ( )

1
2 2

1 2 1 4 21 2 3 2 2 93 3 2 3 31 1 4 16 82 33 3 9

  

x2x1


x
x2x1

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  )۴  ، فصل۲(درس  ۳رياضي *  متوسط: سؤال مشخصات ▲  ۱پاسخ: گزينۀ  -۱۳۶

xدر  fنكته: مشتق تابع    a  :برابر است با  

x a

f (x) f (a)
f (a) lim

x a

 


  

مشتق چپ و راست تابع   
(ax b) x

f (x)
x

   
2

2
1

xدر    xدر  fموجود است، پس  2 در  fاز چپ و راست پيوسته اسـت و در نتيجـه  2

x    پيوسته است. بنابراين:  2

x

x

( a b)( )
lim f (x)

( a b) a b a b b a
( a b)( )

lim f(x)









 
             


2

2

2 4
3 42 2 2 0 22 3 3
3

  

  بنابراين:   

(ax a) x
f (x) f ( )

x

     
2

2 2 2 0
1

  

xرا در  fاكنون مشتق راست و چپ تابع       آوريم:  دست مي به 2

f ( )

x x x

(ax a) xf (x) f ( ) a(x ) a
f ( ) lim f ( ) lim lim

x (x )(x ) (x )(x )  


 

  

          
    

2 0
2 22 2 2

2 22 2 4 42 22 31 2 1 2
  

  


 

  

          
    

f ( )

x x x

(ax a) xf (x) f ( ) a(x )
f ( ) lim f ( ) lim lim a

x (x )(x ) (x )(x )

2 0
2 22 2 2

2 22 2 32 22 1 2 1 2
  

  اكنون طبق فرض سؤال داريم:   

a
f ( ) f ( ) a a           

42 2 6 6 183  

  )۴  ، فصل۲(درس  ۳رياضي *  متوسط: سؤال مشخصات ▲  ۲پاسخ: گزينۀ  -۱۳۷

xدر  fنكته (قضيه): اگر تابع    a پذير باشد، آنگاه  مشتقf  درa  .پيوسته است  

xدر  fنكته: مشتق تابع    a  :برابر است با  

x a

f (x) f (a)
f (a) lim

x a

 


  

xدر  fبا توجه به نمودار، تابع     xدر  g(x)ناپيوسته است، ولي تابع  3    پيوسته است؛ زيرا:  3









  

     

   


.SwH ¾Tw¼ÃQ nj
x

x

lim g(x)

lim g(x) x g(x)

g( )

3

3

2 0 03
3 0 0 31

3 03 01

  

xرا با استفاده از تعريف مشتق در  g(x)اكنون مشتق راست و چپ تابع       آوريم: دست مي به 3

x x

g(x) g( ) g(x)
g ( ) lim lim

x x 

  
 3 3

33 3 3  

x x

x ( x)
xf (x)

g ( ) lim lim
x f (x) 

 

  
        

3 3

3
33 33 1  

x x

x ( x)
xf (x)

g ( ) lim lim
x f (x) 

 

  
        

3 3

3
2 23 3 3 3  

xپس اختلاف مشتقات چپ و راست در     ، برابر 3  
2 733   است.  3

3

3
1
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  )۴  ، فصل۱(درس  ۳رياضي *  دشوار: سؤال مشخصات ▲  ۱پاسخ: گزينۀ  -۱۳٨

xدر  fنكته: مشتق تابع    a  :برابر است با  

x a

f (x) f (a)
f (a) lim

x a

 


  

xدر نقطۀ  dبا توجه به شكل، خط     fمماس است، پس شيب اين خط همان  fبر تابع  2 ( )   است.  2

)از نقاط  dخط    , )4 )و  0 , )0 yصورت  كند، بنابراين معادلۀ آن به يعبور م 3 x  
3 fاست. پس  34 ( )  

32 fو  4 ( ) 
32 2.  

  آوريم:  دست مي شده را به اكنون حاصل حدهاي خواسته  

 

              
 h h

f ( h) f ( ) f ( ( h)) f ( )
lim lim f ( ) L

h h

2 2 1 2 2 1 1 3 322 2 2 2 4 8  

  

             
 x x x

f (x) f ( ) f (x) f ( ) f (x) f ( )
lim lim lim f ( ) L

x xx

2 2
22 2 2

2 2 2 3 3 3 922 2 4 4 4 164
  

  بنابراين:   

   L L
3 9 15
8 16 16  

  )۳  ، فصل۲(درس  ۳رياضي *  دشوار: سؤال مشخصات ▲  ۴پاسخ: گزينۀ  -۱۳۹

nصورت  به nاي از درجۀ  يك تابع چندجمله fنكته: فرض كنيم    nf (x) ax bx k      1  باشد كه در آنn  عددي طبيعـي وa  يـك

  عدد حقيقي غيرصفر است. در اين صورت: 

n n n n

x x x x
lim (ax bx k) lim ax , lim f (x) lim ax
   

       1  

  آوريم:  دست مي با كمك اتحاد مزدوج حاصل را به  

x x x x

x( x x )( x x ) x( x x) x x
lim lim lim lim

x x x x x
x( ) x

x

   

     
   

  
 

4 4 2 4 4 2 4 4 4 4 4 1
4 4 2 1 2 2 44 1 2

  

Lپس     fاست. اكنون  1 (   آوريم:  دست مي را به 1(

f ( ) ( )( ) ( )        1 1 4 4 2 1 8 2 2 2 2 2 2 1  

  )۳  ، فصل۲رس (د ۳رياضي *  دشوار: سؤال مشخصات ▲  ۴پاسخ: گزينۀ  -۱۴۰

  عددي طبيعي باشد، در اين صورت:  nنكته (قضيه): فرض كنيم   

الف)   
nx

lim
x


1 ب)   0

nx
lim

x


1 0  

xyبا توجه به نمودار    a  :داريم  

  

  

  

  

  

  

  

  

  آوريم:  دست مي شده را به اكنون حاصل حد داده  

   

   
   

  

x x x x

x x x xx x x x x x

( ) ( )
lim f (x) lim lim lim

( ( ) )

1 1 1 14 3 4 4 12 3 2 2
3 24 3 4 3 4 1 4

  

xدقت كنيد:   

x
lim ( )



1 xو 03

x
lim ( )



3 04  

x

x

x

x

lim a
a :

lim a





  


 




1
0

x

x

x

x

lim a
a :

lim a





 


  
 



0
0 1

1 1

y y

xx
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 ĳĴĲ تا Ļ3 3�: صفحه های
ǆیاǘی دوازدهم و پایۂ ǇǼتǆ :Ǜƫیاǘی 

تست و پاسخ     

در کدام بازه صعودی است؟ f x x x( ) == --3
4 تابع3

 ( , )- 1

4
0 )2    ( , )0

1

4
)1

 ( , )1

4
+¥ )4    ( , )-¥ - 1

4
)3

پاسخ: گزینۂ  

�ūƈا°² اſƸ ©ţƼţŹتƸا °® ųǈالا© °اśƈ ƿملŴ ±لی اÂ �ſƌţŦ یĴ®ţƈ ƻǈا ƿŦ °ǃکƽا¾ کśƈ ƿک ūƈا ſیơŦ 

¢ باشد، تابع صعودی است. ³f x( ) 0  از تابع مشتق بگیرید، هر جا

 f Ǟنوايی تابıي Ķاǿ ردن بازهİ داȈپ 

توƔیŷرو³

Î  نمودار Ʒمی کنیم. رس Əمی کنیم و از روی شکل، بازه های یکنوایی را مشخ Ƌرا بلد باشیم، رسم Ɵاگر رسم نمودار آن تاب

Ï ƫتƍم 
f¢ را حسا§ می کنیم و آن را تعیین علامت می کنیم. �Ĵام اول

f¢ منفی بود، f نزولی اکید است.  f¢ مثبت بود، f صعودی اکید و هر Ŵا Ĵام دوم� هر Ŵا

 Ĵام اول� می خواهیم با استفاده از مشتق، یکنوایی تابع را بررسی کنیم، پس از تابع مشتق می گیریم. 
f x x x( ) = -3

4 3  
¢ = -f x x x( ) 12 3

3 2  
¢ باشد، تابع صعودی است. ³f 0 \ پیوسته و مشتق پذیر است، پس در هر بازه ای که Ĵام دوم� تابع f در

f¢ را تعیین علامت کنیم. کافی است
¢ = - Þ

=

=

ì
í
ï

îï
f x x x

x

x
( ) ( )3 4 1

0

1

4

2
IÀï¾zÄn:  

x

f x

0
1

4

0 0¢ - - +( ) 0 00 00 0- -0 00 0

 

) صعودی است.  , )1

4
+ ¥ پس تابع در بازهء

تست و پاسخ     

] کدام است؟  , ]--1 1 f در بازهء x x x( ) ( )== ++ ++2
3 مجموع ماکزیمم و مینیمم مطلق تابع1

  ê )2   4 )1
 ì )4   ë )3

پاسخ: گزینۂ 

¢ را به  دست آورید. =f x( )  از تابع f مشتق بگیرید و ریشه های0
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[ , ]a b  ǗريƨǬ پȈداİردن اǈİترمǿ ǶاĶ مǘلǪ در بازهء

توƔیŷرو³

Îنمودار Ʒلق را پیدا می کنیم.رسƙمی کنیم و از روی شکل، نقا¶ اکسترمم م Ƌرا بلد باشیم، رسم Ɵاگر رسم نمودار آن تاب

Ïƫتƍم

¢ را حل می کنیم(. =f ] حسا§ می کنیم )معادلهء0 , ]a b f¢ را در بازهء Ĵام اول� ریشه های

f¢ موŴود نیست و نقا¶ ابتدا و انتǁای بازه(  ، Ŵاهایی که ¢f Ĵام دوم� مقدار f را به ازای نقا¶ بŹرانی )ریشه های
حسا§ می کنیم.

Ĵام سوم� از بین مقادیر به دست آمده از گام دوم، هر کدام از بقیه بیشتر بود، max مƙلق و هر کدام از بقیه کم تر 
بود، min مƙلق می شود. 

] را به  دست می آوریم. از تابع مشتق می گیریم و مشتق را مساوی صفر قرار  , ]-1 1  Ĵام اول� ابتدا نقا¶ بحرانی تابع در بازهء
می دهیم.

f x x x( ) = + +3 2
3 1  

¢ = +f x x x( ) 3 6
2  

�نقا¶ بحرانی ¢ = Þ + = Þ + = Þ
=
= -

ì
í
î

f x x x x x
x
x

( ) ( )0 3 6 0 3 2 0
0

2

2  

} داریم. , , }-1 0 1 ] است. از طرفی نقا¶ ابتدا و انتهای بازه هم بحرانی هستند، پس سه نقطهء بحرانی , ]-1 1 x در بازهء =0 تنها
Ĵام دوم� مقدار تابع را در نقا¶ بحرانی به  دست می آوریم تا مقادیر ماکزیمم و مینیمم تابع به  دست آیند.

f ( ) ( ) ( )- = - + - + =1 1 1 3 1 1 3
3 2  

f ( )0 1=  
 f ( )1 1 3 1 1 5

3 2= + ´ + =  
]، ماکزیمم تابع f برابر با ê و مینیمم آن برابر با یک است که مجموع آن ها ë می شود. , ]-1 1 پس در بازهء

تست و پاسخ  3  

، با آهنĳ تغییر لحظه ای تابع در کدام نقطه از این بازه، برابر است؟  [ , ]1 2 f در بازهء x x
x( ) == ++2 2 آهنĳ تغییر متوسط تابع

 x = 3 )4  x = 3
3 )3  x = 2 )2  x = 3

2
)1

پاسخ: گزینۂ 

f¢ برابر قرار می دهید. x( ) ] را به  دست آورید و حاصل را با , ]1 2  آهنگ تغییر متوسط تابع f در بازهء

 آǿنĳ تȈȈǤرات 

ÎƗمتوسf b f a
b a

( ) ( )-
-

�] برابر است با , ]a b f در بازهء x( ) آهنĳ متوسط تƥییر

Ïه ایƝلح¢f a( ) �x برابر است با a= f در x( ) آهنĳ لƝŹه ای تƥییر

 
] به  دست می آوریم. , ]1 2 Ĵام اول� آهنگ تغییر متوسط تابع را در بازهء

ôw¼T¶ oÃÃûU ª¹ÀA = -
-

=
+ - +

= - =f f( ) ( )2 1

2 1

2 2

2

1 2

1

1
3 3 0

2 2
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Ĵام دوم� آهنگ تغییر لحظه ای تابع در هر نقطه برابر با مشتق تابع در آن نقطه است� بنابراین باید مشتق تابع را برابر با صفر قرار دهیم.

f x x
x x x( ) = + = +

2 2 2  

¢ = -f x
x

( ) 1
2

2
 

¢ = Þ - = Þ = Þ = Þ = ±f x
x x

x x( ) 0 1
2

0
2

1 2 2
2 2

2  
] قابل قبول است. , ]1 2 x در بازهء = 2 تنها

تست و پاسخ     
2-- که با جهت مثبت محور xها  f در نظر می گیریم. اگر فاصلهء نقطهء M از خطی با عرض از مبد¢ x x( ) == 2 M را بر نمودار تابع x y( , ) نقطهء

] کدام است؟ , ]2 1 2-- 135 می سازد، برابر با d باشد، آهنĳ متوسط تغییر d نسبت به تغییر x در بازهء زاویهء

 2 2 )4  2 )3   2 )2   2
2 )1

پاسخ: گزینۂ 

śƈالا©  اżیر�   âţǀ ¾ţƈ  âţǀ°ǃکƽک śƈالا©  ا±   â°ţیƉŦ  �ūƈا  ƫتƍƸ  Â تŹلیلی   ũƈſƽǀ  �©ţűلűƸ  ůŸţŧƸ ا±  ترکیŧی  śƈا¾   įǈ  
�ſƽتƉǀ یŧترکی

) در نظر بگیرید و فاصلهء آن از خط را برحسب x بنویسید.  , )x x2  مختصات نقطهء M را به صورت

tan است. q q بسازد، شیب خط برابر با  اگر خط L با جهت مثبت محور xها زاویهء

   
یا
    

L môi KÃ{: = tan q  

 ǖƻ ه ازǘǬن ƨلǏفا 
 �ax درآوریم و بعد از رابطهء زیر استفاده کنیم by c+ + A از یک خط، باید معادلهء خط را به شکل0= x y( , )0 0 برای به  دست آوردن فاصلهء نقطهء

Oa Sµw nj Hn á¾õ£º

.´Ã¹¨ Â¶ ÁnHm¬ïÁI] Á»IvU

( , )x y

ax by c

d

0 0

0+ + =

==
+ +

+

­

¯ ¯

| |ax by c

a b
y x

0 0

2 2

� �� ��

ôi á¾²jI÷¶ nj  »  KÄoò

  
                      

135 می سازد را L می نامیم و معادلهء  b است و با جهت مثبت محور xها زاویهء = -2  Ĵام اول� خطی که عرض از مبد¢ آن
 �آن را می نویسیم. شیب این خط برابر با تانژانت زاویه ای است که خط با جهت مثبت محور x ها می سازد� پس

ôi  KÃ{:m = = - = - = -tan tan( ) tan135 180 45 45 1
     

ôi  á¾²jI÷¶: ôi:y mx b y x L y x= + Þ = - ´ - Þ + + =1 2 2 0  
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M است.  x x( , )2 M بر روی تابع f است� پس مختصات آن به فرم x y( , ) Ĵام دوم� نقطهء

�y به  دست آورده و برابر با d قرار می دهیم x+ + =2 M را از خط0 x x( , )2 Ĵام سوم� فاصلهء نقطهء
D< > Þ +

= + +

+
Þ = + +

0 0

2

2 2

2
2

1 1

2

2

» ½nH¼µÀa

d x x d x x x| | ( )

� �� ��
 

�] برابر است با , ]a b Ĵام Īهارم� آهنگ متوسط تغییر تابع d در بازهء

d d d= -
-

= ´ - + -
-

= ´ - + +
-

=( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) (b a
b a

b a b a
b a

b a b a
b a

b1

2

1

2

1 1

2

2 2

++ +a 1)  

�] برابر است با , ]2 1 2- پس آهنگ متوسط تغییر تابع d در بازهء
d = - + + =1

2
2 1 2 1 2( )

تست و پاسخ     

) اکیداÅ نزولی باشد، چند مقدار صحیح برای a وجود دارد؟ , )--¥¥ 0 f در فاصلهء x ax
x a( ) == ++

++ ++
6

1
اگر تابع با ضابطهء

3 )4 2 )3 1 )2 4 )1

پاسخ: گزینۂ 

¢ را برقرار کنید. <f x( ) 0  از تابع f مشتق بگیرید و شر¶

 Ĵام اول� برای آن که تابع f اکیداً نزولی باشد، باید مشتق آن منفی باشد.
f x ax

x a( ) = +
+ +

6

1
 

¢ = + + - +
+ +

= + -
+ +
³

f x a x a ax
x a

a a
x a

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 6

1

6

1
2

2

2

0½nH¼µÀ

� �� ��
 

¢ < Þ + - < Þ + - < Þ - < <f x a a a a a I( ) ( )( ) ( )0 6 0 3 2 0 3 2
2  

�) باشد� پس , )-¥ 0 Ĵام دوم� هم چنین ریشهء مخرج کسر، نباید در بازهء

ov¨  Zoh¶ á¾zÄn: x a= - -1  

0 1 1£ - - Þ £ -a a II( )  
Ĵام سوم� بین شر¶ های )I( و )II( اشتراک می گیریم.

( ) ( ) (*)II I a» ¥HoT{H¾ ®¾¾¾¾¾ - < £ -3 1  
2- است. (*) شامل دو عدد صحیح1- و محدودهء

تست و پاسخ     

f سه ر¢س یک مثلů هستند. مساحت این مثلů کدام است؟ x x x( ) | |== -- 20
23 نقاط بحرانی تابع با ضابطهء

4í )4  3ë )3  4í0 )2  3ë0 )1

پاسخ: گزینۂ 

�ūƈا ůŹŧƸ ƻǈا ųǈا° âţǀ ġا± تی ¾ţکǈ®ا° Â ƫلƙƸ°ſƬ ƳƸţƌ ƟŦاǃی تƼراŹŦ ¶ţƭƼ À®ا کرſیĢ 

 ریشهء عبارت زیر رادیکال و ریشهء سادهء داخل قدرمطلق، طول دو نقطه از نقا¶ بحرانی تابع f هستند.
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f¢ موجود نباشد. c( ) ¢ یا =f c( ) 0 x طول نقطهء بحرانی تابع f است، اگر c

c Df

=
Î
N

 �نقا¶ مƍتƫ ناپذیر

مűال نموداریکجا می تواند ر­ دهد؟توƔیŷاسƷ نقƙه

هر نقƙه ای که تابƟ در آن ناپیوسته باشد، قƙعاÅ نقا¶ ناپیوستĵی
مشتق ناپƁیر هم هست.

 ریشه های مخر»
 نقا¶ صŹیŷ داخل براکت

 مرز توابĪ Ɵند Ɣابƙه ای

Ĵوشه ای
اولاÅ تابƟ در آن پیوسته است.

یا   n.نابرابرند عدد  دو  راست،  و   ġĪ ~مشتق های   Åثانیا
n.ایت استǁمشتق یک  طرف، عدد و طرف دیگری بی ن~

 ریشه های سادهء قدرمƙلق
 مرز توابĪ Ɵند Ɣابƙه ای

ƷŠاƬ ƧƙƠ.ایت های هم علامت هستندǁمشتق های دو طرف، بی ن

       عامل صفرکنندهء داخل رادیکال

مشتق های دو طرف، بی نǁایت های نا هم علامت هستند.با±ƍĴتی
  

x یکی از  =0 ، مشتق بی نهایت دارد )مشتق ناپذیر است(، پس x =0  Ĵام اول� تابع f در ریشهء عبارت زیر رادیکال یعنی
نقا¶ بحرانی تابع است.

x هم طول  = ، نقطهء زاویه دار )گوشه ای( است و تابع در آن مشتق ناپذیر است� پس20 x = Ĵام دوم� ریشهء سادهء داخل قدرمطلق یعنی20

یکی از نقا¶ بحرانی است. 
¢ را بررسی می کنیم. توجه کنید که عبارت داخل قدرمطلق چه با علامت مثبت و چه با علامت منفی از قدرمطلق خارج  =f x( ) Ĵام سوم� حالا0

¢ ندارد، پس فرض می کنیم با علامت مثبت از قدرمطلق خارج شود. =f x( ) شود، تأثیری بر ریشهء0

f x x x f x x x

x

( ) ( ) ( )= - Þ = -20 20
23

5

3

2

3

2

3P
 

¢ = Þ - = Þ - = Þ - = Þ - = Þ
-

f x x x x
x

x
x

x x( ) 0
5

3

40

3
0

5

3

40

3
0

5 40

3
0 5 40 0

2

3

1

3 23

3 3
== 8  

x طول نقطهء بحرانی سوم است. = 8 پس
Ĵام Īهارم� عرض نقا¶ بحرانی را به  دست آورده و این نقا¶ را روی دستگاه مختصات نشان می دهیم. 

x f= Þ = - ´ =0 0 0 20 0 0
23( ) | |  

       x f= Þ = - ´ =20 20 20 20 20 0
23( ) | |      

x f= Þ = - ´ =8 8 8 20 8 48
23( ) | |  

20 است. 48

2
480

´ = � مساحت ناحیهء رنگی برابر باƷام پنجĴ
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تست و پاسخ     

f چند نقطهء بحرانی دارد؟ x x x( ) | | | |== -- ++2 1
2 تابع

4( نÉه 3( هفت  2( پنج  1( سه 

پاسخ: گزینۂ 

¢ را بررسی کنید. =f x( )  ریشه های سادهء داخل قدرمطلق، ریشهء عبارت زیر رادیکال و جواب های0

 Ĵام اول� ریشه های سادهء داخل قدرمطلق، طول نقا¶ زاویه دار )گوشه ای( هستند که تابع در آن ها مشتق ناپذیر است� پس جز  نقا¶ 
بحرانی تابع هستند.

2 1 0
1

2

2

2

2 2x x x- = Þ = Þ = ±  

Ĵام دوم� مشتق در ریشهء عبارت زیر رادیکال بی نهایت می شود )مشتق در آن وجود ندارد(، پس ریشهء عبارت زیر رادیکال هم جز  نقا¶ بحرانی است.

| |x x= Þ =0 0  
¢ سایر نقا¶  =f x( ) Ĵام سوم� با محدوده بندی بر روی x، قدرمطلق را در هر محدوده برداشته و از تابع مشتق می گیریم. ریشه های معادلهء0

بحرانی را در صورت وجود مشخص خواهند کرد.
 x ££ -- 2

2 o¬H:f x x x f x x
x

( ) ( )= - + - Þ ¢ = -
-

=2 1 4
1

2
0

2  

Þ - -
-

= Þ - = ¾ ®¾¾£8 1

2
0 8 1

0x x
x

x x x
.jnHkº ¾zÄn  

-- << ££2

2
0x o¬H:f x x x f x x

x
( ) ( )= - + + - Þ ¢ = - -

-
=2 1 4

1

2
0

2  

Þ - - -
-

= Þ - - = ¾ ®¾¾ - = Þ = - Þ = -8 1

2
0 8 1 1

1

64

1

4

3 3x x
x

x x x x x2 ·H¼U

64   

0
2

2
<< <<x o¬H: f x x x f x x

x
( ) ( )= - + + Þ ¢ = - + =2 1 4

1

2
0

2  

Þ - + = Þ - = - Þ = ¾ ®¾¾ = Þ =8 1

2
0 8 1

1

8

1

64

1

4

3x x
x

x x x x x x2 ·H¼U   
 

2
2 ££ x o¬H:f x x x f x x

x
x x

x
x x x( ) ( )= - + Þ ¢ = + = Þ + = Þ = - ¾ ®¾<2 1 4

1

2
0

8 1

2
0 8 1

2 0 ¾¾ .jnHkº ¾zÄn

} داریم. , , , , }- -2

2

1

4
0
1

4

2

2
Ĵام Īهارم� پس در کل پنج نقطهء بحرانی به طول های

تست و پاسخ     

6 است. مقدار a کدام است؟ 3 f برابر x x a x( ) == ++ --6 2 حاصل ضرب ماکزیمم مطلق و مینیمم مطلق تابع

4 )4  3 )3  2 )2  1 )1

پاسخ: گزینۂ  

 ®° śƈالا© ţƸ ůŹŧƸکǈƅمƸ Â ƷیƽیمƙƸ Ʒلƫ تǃŸ ſǈţŦ �ƟŦţاƈتƿŦ Àţ ®اũƽƸ تţƭƼ �ſƌţŦ ƟŦţ¶ اŦتſا Â اƼتâţǁ ®اŹŦ ¶ţƭƼ  ƅŴ ƿƽƸراƼی 
�ſƽتƉǀ ƟŦţت
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¢ را به  دست آورید. حواستان به دامنهء تابع باشد.  =f x( ) 0  از تابع f مشتق بگیرید و ریشه )های(

 Ĵام اول� ابتدا دامنهء تابع را حساب می کنیم.
x x

a x a x x a
D af

:

:
[ , ]

0

6 2 0 6 2 3

0 3
£

- £ - Þ £

ü
ý
ï

þï
Þ =  

¢ را حل می کنیم. =f x( ) Ĵام دوم� از تابع f مشتق می گیریم و معادلهء0

f x x a x( ) = + -6 2  

¢ = -
-

¾ ®¾¾¾ -
-

= Þ =
-

¢ =f x
x a x x a x x a x

f x( ) ( )1

2

2

2 6 2

1

2

1

6 2
0

1

2

1

6 2

0  

IÀ Zoh¶ 2 ·H¼U ¾M¹¾ ®¾¾¾ = - ¾ ®¾¾¾ = - Þ = Þ =0
2 6 2 4 6 2 6 6x a x x a x x a x a

�x هستند. مقدار تابع را در این نقا¶ به  دست می آوریم a= 3 x و =0 ، x a= Ĵام سوم� نقا¶ بحرانی تابع

f a a

f a a a a a a a Max

f a a a a a Mi

( )

( )

( )

0 0 6 0 6

6 2 2 3

3 3 6 6 3

= + - =

= + - = + = Þ

= + - = Þ nn

ì

í
ïï

î
ï
ï

 

0 است. < a توجه کنید با توجه به دامنهء تابع و صورت سؤال، حتماً

6 قرار می دهیم. 3 Ĵام Īهارم� حاصل ضرب ماکزیمم  مطلق و مینیمم  مطلق به دست آمده را برابر با

Max Min a a a a. = ´ = Þ = Þ =3 3 6 3 3 3 6 3 2  

تست و پاسخ     

y کدام است؟ fog x== ( )( ، آن گاه مجموع بیشترین و کم ترین مقدار تابع( g x( ) ( cosx)( cosx)== -- ++2 1 1 f و x x x( ) == -- ++3
4 1 اگر

1 )4   1 16

3 3

+ )3   2 16

3 3

- )2   -1 )1

پاسخ: گزینۂ 

g را به عنوان دامنهء تابع f فرض کنید. x( )  تابع g را ساده کنید و حدود تغییرات آن را به  دست آورید. حدود تغییرات

 Ĵام اول� ابتدا تابع g را ساده می کنیم.
g x x x x x( ) ( cos )( cos ) ( cos ) sin= - + = - =2 1 1 2 1 2

2 2  
، خروجی های تابع g، ورودی های تابع f خواهند بود. f g x( ( ))  Ĵام دوم� برد تابع g را به  دست می آوریم. توجه کنید که برای تابع

- £ £ ¾ ®¾¾¾ £ £ ¾ ®¾ £ £´
1 1 0 1 0 2 2

2 2 2sin sin sinx x x2 ·H¼U ¾M  
] خواهند بود. , ]0 2 به عبارت دیگر ورودی های تابع f در بازهء

] به  دست آوریم. ابتدا نقا¶ بحرانی تابع f را به  دست می آوریم. برای این منظور , ]0 2 Ĵام سوم� حال باید  Max و Min  تابع f را در دامنهء

را به  دست می آوریم. ¢ =f x( ) f¢ را حساب کرده و ریشه های0 x( )
f x x x( ) = - +3

4 1  

¢ = - ¾ ®¾¾¾ - = Þ = Þ
=

= -

ì

í
ïï

î
ï
ï

¢ =f x x x x
x

x

f x( ) ( )
3 4 3 4 0

4

3

2

3

2

3

2 0 2 2

¡ ¡ ù

 

] قرار دارد و قابل قبول است.  , ]0 2 x در محدودهء = 2

3
توجه کنید که تنها
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x هستند. مقدار تابع f را در این نقا¶ به  دست می آوریم. = 2 x و x= =2

3

0, Ĵام Īهارم� نقا¶ بحرانی تابع

f Max

f Min

f

( )

( ) ( ) ( )

( )

0 1

2

3

2

3

4
2

3

1
8

3 3

8

3

1 1
16

3 3

2 2 4

3

3

= Þ

= - + = - + = - Þ

= - (( )2 1 1+ = Þ

ì

í

ï
ï

î

ï
ï Max

 

2 می شود. 16

3 3
- fog برابر با x( ) � مجموع بیشترین و کم ترین مقدار تابعƷام پنجĴ

تست و پاسخ     

y کدام است؟ f x== ¢¢( ) ، آن گاه طول نقطهء اکسترمم نسبی تابع ¢¢ -- == ¢¢f f( ) ( )2 6 ، اگر y f x== ( ) در تابع درجه سوم

2( صفر     -1 )1
 2 )4   1 )3

پاسخ: گزینۂ  

 Â ūƈا Áſƌ ƿŠا°ا ţمƌ ±ţیƼ ®°ǃƸ âţǀ Á®ا® Ɨƭƨ �©الاśƈ ±ا â°ţیƉŦ °® �ſیƽک ƅا¾ تمرکśƈ ũتƈاǃż Â Áſƌ Á®ا® ©ţƠǑƘا âÂ° 
 �ūƈا ÁſƍƼ Á®ا® ©ţƠǑƘا ¿ţتم

2- و ë نسبت به  ، دو نقطه به طول های ¢ - = ¢f f( ) ( )2 6 f¢ یک تابع درجه دوم است. طبق تساوی x( )  تابع
f¢ قرینه هستند و محور تقارن سهمی طول اکسترمم نسبی سهمی را نتیجه می دهد.  محور تقارن سهمی

 اگر دو نقطه روی یک سهمی، عرض یکسان داشته باشند، این دو نقطه نسبت به محور تقارن سهمی قرینه 
هستند� بنابراین میانگین طول این دو نقطه برابر با طول محور تقارن سهمی یا همان طول ر¢س سهمی است. 

 

x x x
S

A B=
+
2  

f¢ را حساب می کنیم. x( f در نظر می گیریم و سپس( x ax bx cx d( ) = + + +3 2  Ĵام اول� ضابطهء تابع درجه سوم f را به صورت

¢ = + +f x ax bx c( ) 3 2
2  

، ¢f x روی سهمی = 6 x و = -2 ¢ نتیجه می گیریم که دو نقطه به طول های - = ¢f f( ) ( )2 6 f¢ یک تابع درجه دوم است. از  Ĵام دوم� تابع

دارای عرض های یکسان هستند، پس این نقا¶ نسبت به محور تقارن سهمی، قرینهء هم هستند� در نتیجه میانگین طول آن ها، معادلهء محور 

تقارن سهمی یا طول ر¢س سهمی را نتیجه می دهد. 

x
táHn

= - + =2 6

2
2  

x به  دست آمد. = 2 ، طول ر¢س سهمی همان طول نقطهء اکسترمم نسبی تابع است که در این جا ¢f Ĵام سوم� در تابع درجه دوم
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تست و پاسخ     
AB و فاصلهء بین نقاط مینیمم نسبی تابع f برابر با    باشد، اختلاف مقادیر BC== == 3 مطابق شکل، نمودار مشتق تابع f رسم شده است. اگر

f کدام است؟ C( ) f و A( )

 í )1
ë )2
4 )3
  2 )4

پاسخ: گزینۂ  

f¢ محور  x ها را قطع می کند و علامت آن از منفی به مثبت تغییر می کند، مینیمم تابع f است.  هر جا نمودار

 تابǞ مشتǪ و نمودار آن 
، تابعی است که دامنهء آن نقاطی از دامنهء تابع است که f در آن ها مشتق پذیر باشد. ( )¢f f یک تابع است. تابع مشتق

f¢ نیز معمولاً از فرمول های مشتق به  دست می آید. ضابطهء

 a ،)به هر دلیلی مشتق نداشته باشد )ناپیوستگی، عدم برابری مشتق چپ و راست، بی نهایت شدن مشتق x a=  اگر f در نقطه ای مثل
x تعریف نشده است.  a= f¢ در نقطه f¢ نبوده و نمودار تابع عضو دامنهء

f¢ در آن بازه، بالای محور xها است.  ¢ و نمودار >f 0  اگر f در بازه ای اکیداً صعودی باشد،
f¢ در آن بازه، پایین محور xها است. ¢ و نمودار <f 0  گر f در بازه ای اکیداً نزولی باشد، 

f¢ در آن نقطه محور xها را قطع می کند، چون مشتق در آن نقطه صفر می شود.  اگر نمودار در نقطه ای مماس افقی داشته باشد، نمودار
) تغییر می کند، تابع f دارای  )- ) به )+ f¢ محور xها را قطع می کند و علامتش از  در نقطه ای که

) تغییر کند، تابع f دارای مینیمم نسبی است. )+ ) به )- f¢ از ماکزیمم نسبی است. اگر علامت

 

، از آن جایی که تابع در نقا¶ A و C از مقادیر منفی به مثبت تغییر علامت داده است�  ¢f  Ĵام اول� با توجه به نمودار تابع
پس این نقا¶ طول نقا¶ مینیمم نسبی تابع f هستند.

            

) هستند. , ( ))C f C ) و , ( ))A f A ،f پس نقا¶ مینیمم نسبی تابع

Ĵام دوم� فاصلهء دو نقطهء مینیمم نسبی تابع f را حساب کرده و برابر با 10 قرار می دهیم.

( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ( ) ( )) ( )C A f C f A C A f C f A- + - = Þ - + - =2 2 2 2
10 100 1  

C است. در )1( جای گذاری می کنیم. A- = 6 AC می شود، یعنی AB BC= + = 6 AB است، پس BC= = 3 Ĵام سوم� طبق صورت سؤال

6 100 64 8
2 2 2+ - = Þ - = Þ - =( ( ) ( )) ( ( ) ( )) | ( ) ( ) |f C f A f C f A f C f A  

Þ
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تست و پاسخ     
f به شکل زیر است. طول نقطهء ماکزیمم نسبی تابع f کدام است؟ x x ax bx c( ) == ++ ++ ++3 2 نمودار تابع با ضابطهء

 - 5

3
)1

 -2 )2
 -3 )3

  -11
3

)4

پاسخ: گزینۂ 

¢ نیز برقرار است. - =f ( )1 ) در تابع f صد¼ می کنند. شر¶0 , )-1 0 ) و , )0 5  مختصات نقا¶

�f است� پس ( )0 5=  Ĵام اول� طبق نمودار
0 0 0 5 5 5
3 2 3 2+ + + = Þ = Þ = + + +a b c c f x x ax bx( ) ( ) ( )  

 �f است� پس ( )- =1 Ĵام دوم� هم چنین طبق نمودار0

( ) ( ) ( ) ( )- + - + - + = Þ - + - + = Þ - = -1 1 1 5 0 1 5 0 4 1
3 2a b a b a b  

¢ باید صفر باشد، از تابع f مشتق می گیریم. -f ( )1 x است� پس = -1 Ĵام سوم� طول نقطهء مینیمم نسبی تابعِ پیوسته و مشتق پذیر f برابر با

¢ = + +f x x ax b( ) 3 2
2  

¢ - = Þ - + - + = Þ - + = Þ - =f a b a b a b( ) ( ) ( ) ( )1 0 3 1 2 1 0 3 2 0 2 3 2
2  

�Ĵام Īهارم� معادلات )1( و )2( را در دستگاه حل می کنیم تا a و b را به دست آوریم

´ -¾ ®¾¾
- = -
- =

ì
í
î

Þ
- + =

- =
ì
í
ï

îï
= - = - Þ

( )

,

1 4

2 3

4

2 3

7 7 4

a b
a b

a b
a b

a b bÍµ]: ==11
 

�در نتیجه f x x x x f x x x( ) ( )= + + + ¢ = + +3 2 2
7 11 5 3 14 11»  

، طول اکسترمم نسبی دیگر تابع که از نوع ماکزیمم نسبی است را به  دست می آوریم. ¢ =f x( ) � از معادلهء0Ʒام پنجĴ

3 14 11 0

1

11

3

2

1

1

21 2

x x
x

x
B A C

x x C
A

+ + = ¾ ®¾¾¾¾¾
= -

= - Þ
= +

=- =-, ÂLvº ´µÄq¨̈I¶ á¾õ£º Ï¼ö

ì
í
ï

îï
 

تست و پاسخ  3  

f فقط یک نقطهء اکسترمم نسبی خواهد داشت؛ طول این نقطه کدام است؟ g. ، آن گاه تابع g x x
x x

( ) ==
++ ++2

1
f و x x a( ) == ++ اگر

 -1
2

)2    1
2

)1

 -1 )4   1 )3

پاسخ: گزینۂ  

f را تشکیل دهید و با استفاده از مشتق گیری، نقطهء اکسترمم نسبی آن را مشخص کنید. g.  تابع
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�ƕƬ )1ایای مƍتĴ ƫیری

مűالرابƙه

Ɣaریب Ơددی a. .´ ´¾ ®¾5 5 3 15
3 2 2x x x¾́ ®¾ =( )

ƫو تفری ƟمŴf g f g± ¾ ®¾ ¢ ± ¢´4 28
1

3

7 3 6

23
x x x

x
- ¾ ®¾ -´

Ɣfر§ g f g f g. . .¾́ ®¾ ¢ + ¢x x x x x
x

2 2
1 2 1

1

2
( ) ( ) ( )+ ¾ ®¾ + +´

Ʒتقسیf
g

f g f g
g

¾́ ®¾
¢ - ¢. .

2

x
x

x x x
x

+
-

¾ ®¾ - - +
-

4

2 1

1 2 1 6 4

2 1
3

3 2

3 2´
( ) ( )

( )

fترکیب f( ) . ( )´ ´¾ ®¾ ¢f x x x f x x( ) ( ). ( )2 2
2 3 2 2 2 3+ - ¾ ®¾ + ¢ + -´

�Ƙ )2ریقũ پیداکردن اکسترمƷ های نسبی

توƔیŷروƘ �ç³ریقũ پیدا کردن اکسترمƷ های نسبی

Îنمودار Ʒمی کنیم و از روی شکل، نقا¶ اکسترمم نسبی را پیدا می کنیم.رس Ƌرا بلد باشیم، رسم Ɵاگر رسم نمودار تاب

Ïƫتƍم

f¢ را حسا§ می کنیم. �Ĵام اول

�f¢ را تعیین علامت می کنیم �Ĵام دوم
¢

¢ - + - -
f

f
f

ÁIÀï¾zÄn

0 0 0
↘ ↗ ↘ ↘

min maxn mn max

+ رفته بود، min نسبی داریم. - به - رفته بود، max نسبی و هر Ŵا از + به f¢ از Ĵام سوم� هر Ŵا

y را تشکیل می دهیم.  f g x= ´( )( )  Ĵام اول� ابتدا تابع

y f x g x x a x
x x

x ax
x x

= ´ = + ´
+ +

= +
+ +

( ) ( ) ( )
2

2

2
1 1

 

Ĵام دوم� مشتق y را حساب می کنیم.

¢ = + + + - + +
+ +

Þ ¢ = + + +y x a x x x x ax
x x

y x ax x ax( )( ) ( )( )
( )

2 1 2 1

1

2 2
2 2

2 2

3 2 2 ++ + - - - -
+ +
2 2 2

1

3 2 2

2 2

x a x x ax ax
x x( )

 

Þ ¢ = - + +
+ +

y a x x a
x x

( )
( )

1 2

1

2

2 2
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¢ فقط یک ریشهء ساده داشته باشد که در آن تغییر  =y 0 Ĵام سوم� برای آن که تابع فقط یک نقطهء اکسترمم نسبی داشته باشد، باید معادلهء

�x2 باید صفر باشد� پس ) باید از درجهء یک باشد و ضریب )1 2 0
2- + + =a x x a علامت دهد� در نتیجه معادلهء

1 0 1- = Þ =a a
 

Þ ¢ = +
+ +

= Þ + = Þ = -y x
x x

x x2 1

1

0 2 1 0
1

22 2( )  

x

y

-

¢ - +

1

2

0
↘ ↗min

 
توجه کنید که معادلهء درجه دو در هیĩ حالتی نمی تواند فقط یک ریشهء ساده داشته باشد.

تست و پاسخ     

f باشد، برد تابع شامل چند عدد صحیح نیست؟ x ax b
x( ) == ++

-- 1 )M نقطهء اکسترمم تابع با ضابطهء , )2 3 اگر

4 )4  3 )3  2 )2  1 )1
پاسخ: گزینۂ 

 °® ƟŦţی تǈاǃƽکǈ ſǈţŦ ©الاśƈ ƿƼǃĴ ƻǈا°® ƿک ſیƽک ƿŴǃت �ūƈا ƟŦţا° ت®ǃمƼ Ʒƈ° �ƟŦţر® تŦ À®°Â¡ ūƈ®  ƿŦ âţǀ ³Â° ±کی اǈ 
 �ſیƽی کƈ°رŦ ƫتƍƸ ±ا Á®ţƩتƈا ţŦ ا° À¡ âţǀ ƷƸترƉاک Â ³ا ƿƽƸا®

¢ نیز برقرار است. =f ( )2 )M در تابع f صد¼ می کند. شر¶0 , )2 3  مختصات نقطهء

f است. ( )2 3=  Ĵام اول� مختصات نقطهء اکسترمم تابع در تابع صد¼ می کند، یعنی

f a b a b( ) ( )2 2
2 1

3 2 3 1= +
-

= Þ + =  
¢ باشد. مشتق تابع را حساب می کنیم و مقدار آن را در =f ( )2 0 x طول نقطهء اکسترمم است� پس باید  = 2 ،f در تابع مشتق پذیر �Ĵام دوم

x برابر صفر قرار می دهیم.  = 2f x ax b
x( ) = +

-1  

¢ = -
-

¾ ®¾¾¾ -
-

= Þ - = Þ =¢ =f x a b
x

a b a b a bf( )
( ) ( )

( )( )

1 2 1

0 0 2
2

2 0

2
 

�Ĵام سوم� از )1( و )2( نتیجه می گیریم
a b
a b a a b
=
+ = Þ = Þ = =

ì
í
î2 3 3 3 1

 
�در نتیجه

f x x
x

f x
x

( ) , ( )
( )

= +
-

¢ = -
-

1

1
1

1

1
2

 

�¢ را به  دست می آوریم و سپس آن ها را در تابع قرار می دهیم تا نقا¶ اکسترمم نسبی تابع به  دست آیند =f x( ) Ĵام Īهارم� ریشه های معادلهء0

1
1

1

0 1 1 1 1
2 2 3

0 0 12

2-
-

= Þ - = Þ - = ± Þ
= Þ =
= Þ = -

ì
í
î( )

( )
( )
( )x

x x
x f
x f

 

، رفتار تابع را بررسی می کنیم. ¢f � با تعیین علامت تابعƷام پنجĴ

¢ = -
-

f x x x
x

( )
( )

2

2

2

1

        
x
f

f

0 1 2

¢ + - - +� �

↗ ↘ ↘ ↗

R

R

·

·

max min

 

 

، نمودار تابع f را رسم می کنیم.  ¢f � با توجه به جدول تعیین علامتƷƍام شĴ

 

0 نیست. 1 2» , مطابق نمودار، برد تابع f شامل اعداد صحیح



11٢

ی
ƪǇ

ƹت
م 

ده
واز

د
ǆȇǙی

Ƽ م
Ǿ ده

ȇööǼزƚ

ǆیاǘی

تست و پاسخ     

، آن  گاه تابع fog چند ماکزیمم نسبی دارد؟ g x x( ) == --1 2 f و x
x
x

x x

x
( )

| | ( )
==

-- ¹¹

==

ìì
íí
ïï

îîïï

1 0

0 0

اگر

4( صفر  3 )3  2 )2  1 )1

پاسخ: گزینۂ 

�ſیƉǈǃƽŦ âا ƿƙŦţƔ ſƽĪ ţǈ Â® ©°ǃƐ ƿŦ ا° ƟŦţت Â ſیƽک »ƁŸ ا° ƫلƙƸ°ſƬ �ūƸǑƠ ƻییơا± ت Á®ţƩتƈا ţŦ �ƫلƙƸ °ſƬ ƳƸţƌ ƟŦاǃت °® 

fog را تشکیل دهید و نمودار آن را رسم کنید.  تابع

 

Ĵام اول� ابتدا ضابطهء تابع f را ساده تر می نویسیم.

f x

x
x x x x

x
x

x x x x

( )

( ) ,

,

( ) ,

=

- = - <

=
- - = - + <

ì

í

ï
ï

î

ï
ï

1 1 0

0 0

1 1 0

 

fog را تشکیل می دهیم. Ĵام دوم� تابع

fog x f g x
g x g x

g x
g x g x

( ) ( ( ))
( ) , ( )

, ( )
( ) , ( )

= =
- <

=
- + <

ì

í
ï

î
ï

1 0

0 0

1 0

 

Þ =

- - = - < - Þ < Þ - < <

- = Þ = Þ = ±

- +

fog x

x x x x x

x x x( )

,

,

1 1 0 1 1 1 1

0 1 0 1 1

1

2 2 2 2

2 2

xx x x x x x2 2 2 2
1 1 0 1 1 1+ = - < Þ < Þ < - <

ì

í

ï
ï

î

ï
ï , IÄ

 

fog را رسم می کنیم.  Ĵام سوم� نمودار تابع

 
x است. =0 Ĵام Īهارم� طبق نمودار، تابع تنها یک ماکزیمم نسبی دارد که در

تست و پاسخ     
می خواهیم مخزنی به شکل مکعب مستطیل با قاعدهء مربع به حجم    متر مکعب و در باز بسازیم. قیمت مصالح مورد نیاز کف برای هر متر مربع 

    هزار تومان و برای دیوارهای کناری    هزار تومان است. حداقل هزینهء مصالح مورد نیاز برای ساخت این مخزن چند میلیون تومان است؟

 1 2/ )2  1)1
 1 5/ )4   1 4/ )3

پاسخ: گزینۂ 

�ſیƽی کǈţƈţƽƌ §ǃż ا° ţǀ À¡ ƻیŦ ¶ţŧا°ت Â ©الاśƈ âţǀیرƥتƸ �â±ţƈ ƿƽیǁŦ ©الاśƈ °® 

 ابتدا شکل سؤال را رسم کنید و متغیرها را روی آن نشان دهید.
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Ķنه سازȈȀب 
�در مسائل بهینه سازی روال کار به صورت زیر است

1( در صورت امکان از مسئله، شکلی رسم کنید و متغیرها و مقادیر ثابت را مشخص کنید.
2( کمیتی که باید بهینه شود را شناسایی کنید و رابطهء اصلی را برای آن بنویسید.

3( با استفاده از رابطه )های( کمکی، رابطهء اصلی را تک متغیره کنید.
4( از رابطهء اصلی که تک متغیره شده است مشتق بگیرید. با در نظر گرفتن دامنهء رابطهء اصلی، نقا¶ بحرانی آن را به  دست آورید و نهایتاً 

مقادیر ماکزیمم یا مینیمم مطلق آن را حساب کنید.

 
Ĵام اول� ابتدا شکل سؤال را رسم می کنیم و متغیرهای سؤال را بر روی آن نشان می دهیم. ضلع مربع قاعده را با x و 

یال دیگر مکعب مستطیل را h می نامیم.
 

Ĵام دوم� می خواهیم هزینهء مصالح مورد نیاز برای ساخت این مخزن را حداقل کنیم، پس رابطهء اصلی در این سؤال مربو¶ به هزینهء مصالح است 

 �که آن را با C نشان می دهیم و برحسب هزار تومان برابر است با
Â±ÅH á¾õMHn þ¨ c²I~¶ SµÃ¤ ÁnI¹¨ ÁIÀnH¼Äj c²I~¶ SµÃ¤:C x= + = +( ) ( ) 100

2
440 4 1( ) ( )xh  

Ĵام سوم� از آن جایی که رابطهء )1( برحسب دو متغیر است، ابتدا باید با استفاده از یک رابطهء کمکی آن را تک متغیره کنیم. این رابطهء کمکی از 

 �حجم مخزن می آید که مقدار ثابت 10 مترمکعب است. در واقع حجم مخزن ارتبا¶ بین x و h را برای ما مشخص می کند

Â§µ¨  
á
¾õMHn: x h h

x
2

2
10

10
2= Þ = ( )  

Ĵام Īهارم� از رابطهء )2( مقدار h را در رابطهء )1( قرار می دهیم تا رابطهء اصلی فقط برحسب x شود و بتوانیم از آن مشتق بگیریم و مینیمم آن 

را مشخص کنیم.
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2

2

2
100 40 4

10
100

1600
3

»¾ ®¾¾¾ = + ´ = +C x x x
x

x x  
¢ را به  دست می آوریم. =C x( ) � از رابطهء )3( مشتق می گیریم و ریشه های0Ʒام پنجĴ

¢ = - ¾ ®¾¾¾ - = Þ = ¾ ®¾¾ =¢ = ¹C x x
x

x
x

x
x

xC x x( ) ( )
200

1600
200

1600
0

8

2

0

2 2

0 3
88 2Þ =x  

، حداقل هزینهء مصالح به  دست می آید. C x( ) x در = 2 � با قرار دادنƷƍام شĴ

C( ) ( )2 100 2
1600

2
400 800 1200

2= + = + = =·I¶¼U nHqÀ ·I¶¼U ·¼Ã±Ã¶1/2  

تست و پاسخ     

اگر مخروطی که فاصلهء ر¢س از نقاط محیط قاعدهء آن ثابت و برابر   است، بیشترین مقدار حجم را داشته باشد، نسبت قطر قاعده به ارتفاع 

آن کدام است؟

1 )4   2 )3   2 2 )2  2 )1

پاسخ: گزینۂ 

 ابتدا شکل سؤال را رسم کنید و متغیرها را بر روی آن نشان دهید.

 
Ĵام اول� شکل سؤال را رسم کرده و مجهولات سؤال را روی آن نشان می دهیم. شعاع قاعدهء مخرو¶ را r و ارتفاع آن 

را با h مشخص می کنیم. 
 

�ūƈا Ó À¡ ſلǃƸ Ũ±اſƼا Â ūƈا ƷŠţƬ ¶ÂخرƸ

اگر مخروطی که فاصلهء ر¢س از نقاط محیط قاعدهء آن ثابت و برابر   است، 
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Ĵام دوم� حجم مخرو¶ بیشترین مقدار شده است، پس رابطهء اصلی در این سؤال مربو¶ به حجم مخرو¶ است، آن را می نویسیم.

Â±ÅH á¾õMHn: V r h= 1

3
1

2p ( )  
 �Ĵام سوم� رابطهء کمکی در این سؤال که ارتبا¶ بین r و h را مشخص می کند، رابطهء فیثاغورس در مثلث رنگی  شکل صفحهء قبل

Â§µ¨ á¾õMHn: r h r h2 2 2 2 2
6 36 36 2+ = = Þ = - ( )  

Ĵام Īهارم� رابطهء )2( را در رابطهء )1( جای گذاری می کنیم تا رابطهء اصلی تنها برحسب h شود. 
( ) ( ) ( ) ( )h ( ) ( )2 1 2 31

3
36 12

3
3

»¾ ®¾¾¾ = - Þ = -V h h V h h hp p p  

¢ را به  دست می آوریم. =V x( ) 0 � از رابطهء )3( مشتق می گیریم و ریشه )های(Ʒام پنجĴ

¢ = - ¾ ®¾¾¾ - = Þ = Þ = ¾ ®¾ = -¢ =V x h h h h rV x( ) ( ) ( )
12 12 0 12 2 3 36 1

2 0 2 2 2 2p p p p 22 24 2 6= Þ =r  

2 می شود. 2 6

2 3
2 2

´ = 2r است که برابر با
h � خواستهء سؤالƷƍام شĴ

تست و پاسخ     

f از نیمساز ناحیهء اول کدام است؟ x x( ) == 3 0 و 1££ ££x بیشترین فاصلهء نقاط تابع

 2 2

9
)4   6

9
)3  2

9
)2   3

9
)1

پاسخ: گزینۂ 

y را به صورت x= 3 ] رسم کنید. مختصات نقا¶ روی تابع , ]0 1 y را در محدودهء x= y و x= 3  نمودار دو تابع
) در نظر می گیریم. , )x x3

 
. ( )0 1£ £x ) در نظر می گیریم , )x x3 y را به صورت x= 3 Ĵام اول� شکل سؤال را رسم می کنیم. مختصات نقطهء روی منحنی

 
y به  دست آوریم. رابطهء اصلی را می نویسیم. x= 0 از خط 1£ £x y را در محدودهء x= 3 Ĵام دوم� می خواهیم بیشترین فاصلهء نقا¶ تابع

ôi: x y- =0  

Â±ÅH á¾õMHn: d x y x y= -

+ -
= -| |

( )

| | ( )
1 1 2

1
2 2

 
y است. x= 3 Ĵام سوم� رابطهء کمکی در این سؤال

Ĵام Īهارم� رابطهء کمکی را در رابطهء اصلی جای گذاری می کنیم.

d x x x d x x xx

x x x x
( ) | | ( ) ( )= - ¾ ®¾¾¾¾¾¾ = -

³

£ £

£ Þ £ -

3

0

0 1

0

3

2 2
2

3 3

���

 

¢ را به  دست می آوریم. =d x( ) 0 � از رابطهء )2( مشتق می گیریم و ریشه )های( Ʒام پنجĴ

¢ = - ¾ ®¾¾¾ - = Þ = ¾ ®¾¾ = =¢ = £ £d x x x x xd x x( ) (( )1

2

3

2

1

2

3

2
0

1

3

1

3

3

3
3

2 0 2 2 0 1 ))  
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� از رابطهء )3( در رابطهء )2( جای گذاری می کنیم تا بیشترین مقدار d به  دست آید.Ʒƍام شĴ

dmax

( )
=

-
=

- ´
=

´
= =

3

3

3

3

2

3

3

1

3

3

3

2

2

3

3

3

2

2 3

9 2

6

9

3

 

تست و پاسخ     
این  اگر سطح  دارد.  قرار   g x x( ) == --3 f و x x( ) == تابع نمودارهای دو  بر  آن  و دو سر ضلع دیگر  xها  بر محور  یک ضلع مستطیلی 

مستطیل در ناحیهء محدود به نمودارهای g ،f و محور xها واقع باشد، بیشترین مقدار مساحت آن کدام است؟ 

 1

2

)4   2 )3  2 )2   1
2

)1

پاسخ: گزینۂ 

 نمودار دو تابع f و g را رسم کرده و متغیرهای سؤال را بر روی آن نشان دهید.

nµو ~انبسا¶ و انقبا nرینه یابیƬ~ �nانتقال~ � تبدیل های اصلی روی نمودارها، 3 مدل اند
اتفاƬی که برای Ɣابƙه می افتد�نماد ریاƔینمودار Īه می شود؟

انتقال
 (b a )>> >>0 0»

افقی
af واحد به راست x a( x می گƁاریم.-( a- Ŵای x ها،

ġĪ واحد به af x a( x می گƁاریم.+( a+ Ŵای x ها،

Ơمودی
bf واحد به بالا x b( ) b تا به Ɣابƙه اƔافه می کنیم.+

bf واحد به پایین x b( ) b تا از Ɣابƙه کم می کنیم.-

Ƭرینه یابی

f-قرینه نسبت به مŹور x ها x( کل Ɣابƙه را قرینه می کنیم.(

fقرینه نسبت به مŹور y ها x( x- می گƁاریم.-( Ŵای x ها، 

-قرینه نسبت به مبد¢ -f x( هر دو کار بالا با هم�(

µانبسا¶ و انقبا

افقی
2 ťریƔ انبسا¶ باf x( x می گƁاریم.2(

2 Ŵای x ها،

1

2
ťریƔ انقباض باf x( 2x می گƁاریم.2( Ŵای x ها،

Ơمودی
2 ťریƔ 2انبسا¶ باf x( کل Ɣابƙه Ɣر§ در 2 می شود.(

1

2
ťریƔ 1انقباض با

2
f x( 1 می شود.(

2
کل Ɣابƙه Ɣر§ در 

 

y را سه  x= ، کافی است ابتدا نمودار تابع g x x( ) = -3 Ĵام اول� شکل سؤال را رسم می کنیم. توجه کنید که برای رسم نمودار تابع

 y x= -3 y به  دست آید، سپس نمودار را نسبت به محور yها قرینه کنید تا نمودار تابع x= +3 واحد به چپ منتقل کنید تا نمودار

به  دست آید. 

 

)B است. , )b b3 - C و A D( , ) ( , ) ( , )b a a a0 0, , b در نظر می گیریم، پس a و طول نقطهء C را در مستطیل ABCD، طول نقطهء D را
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 �y باشد� پس yA B= ، در نتیجه� طبق شکل باید AD BC= از آن جا که ABCD مستطیل است، پس

a b a b b a= - Þ = - Þ = -3 3 3  

Â±ÅH á¾õMHn: S xy= ( )1 Ĵام دوم� می خواهیم مساحت مستطیل بیشترین مقدار باشد� پس رابطهء اصلی، مربو¶ به مساحت مستطیل است. 

a روابط کمکی ما در این مرحله هستند. a به  دست می آوریم. ارتبا¶ x و y با Ĵام سوم� مقادیر x و y را با توجه به گام اول برحسب

Â§µ¨ ôMH»n:

x

y

= - = - - = -

=

ì
í
ï

îï

b a a a a

a

3 3 2 2

3

( )

( )
 

a به  دست آید. Ĵام Īهارم� از روابط کمکی در تساوی )1( جای گذاری می کنیم تا مساحت برحسب
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )3 2 1

3 2 3 2 4
» »¾ ®¾¾¾¾ = - = -S a a a a a a  

¢ را به دست میآوریم. =S ( )a 0 � از رابطهء )4( مشتق میگیریم و ریشه)های(Ʒام پنجĴ

S( )a a a= -3 2

1

2

3

2

¢ = - = - ¾ ®¾¾¾ - = Þ = Þ = Þ =
- ¢ =S S( ) ( )a a a

a
a

a
a

a
a a aa3

2
3

3

2
3

3

2
3 0

1

2
2 1

1

2

1

2 0 11

2
 

Smax به  دست آید. a را در )4( قرار می دهیم تا = 1

2
� مقدارƷƍام شĴ

Smax = - ´ = =3
1

2
2

1

2

1

2
2

1

2
2  

تست و پاسخ   3 

| برابر است با: |a b-- ، آن گاه ماکزیمم ab bc ca++ ++ == 1 a و b c++ ++ == 2 اگر

  2 3 )4   3 )3   2 3

3
)2   3

3 )1

پاسخ: گزینۂ  

| را برحسب c بنویسید. |a b- ab را برحسب c به  دست آورید، سپس a و b+  از تساوی های داده شده

 �A را به  دست آوریم� پس رابطهء اصلی به صورت زیر است a b= -|  Ĵام اول� می خواهیم ماکزیمم|
Â±ÅH  á¾õMHn: A a b= -| | ( )1  

Ĵام دوم� باید عبارت )1( را برحسب یک متغیر بنویسیم تا بتوانیم از آن مشتق بگیریم. از تساوی های داده شده در صورت سؤال به عنوان رابطهء 

کمکی استفاده می کنیم.
a b c a b c+ + = Þ + = -2 2 2( )  

ab bc ca ab c a b ab c c ab c c
c

+ + = Þ + + = ¾ ®¾ + - = Þ = - +
-

1 1 2 1 1 2 3

2

2 2( ) ( ) ( )( )
N  

�از اتحادها می دانیم
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )a b a b ab a b c c c c- = + - ¾ ®¾¾¾ - = - - - + = -2 2 3 2 2 2 2

4 2 4 1 2 4 4
» ++ - + -c c c2 2

4 8 4  

Þ - = - + ¾ ®¾¾ - = - + ¾ ®¾ = - +( ) | | ( ) ( )( )a b c c a b c c A c c c2 2 2 1 2
3 4 3 4 3 4 4

nm]  

¢ را به  دست می آوریم. =A c( ) 0 Ĵام سوم� از )4( مشتق می گیریم و ریشه)های(

¢ = - +

- +
= - +

- +
¾ ®¾¾¾ - + = Þ =¢ =A c c

c c
c
c c

c cA c( ) ( )6 4

2 3 4

3 2

3 4

3 2 0
2

32 2

0

 

Amax به  دست آید.  c را در )4( قرار می دهیم تا = 2

3
Ĵام Īهارم� مقدار

Amax ( ) ( )= - + = - + = =3
2

3
4
2

3

4

3

8

3

4

3

2 3

3

2
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 ĳĲ تا ĳ صفحه های :�Ĵ
ǆیاǘی پایه 
ƫǼاǼ ƳƼسǆ :�ǷǱƱیاǘی 

تست و پاسخ   3 
) از مبد¢ مختصات، چند برابر فاصلهء آن از نیمساز ربع اول است؟ , )4 3 فاصلهء نقطهء

 2 5 2/ )4   2 5/ )3   5 2 )2  ê )1

پاسخ: گزینۂ 

 ūƬ®  ţŦ °ا   ţǀ À¡  Â  ſیƽک  ƿơŴراƸ ®°ƈی   §ţکت  âţǀ ¾ǃƸرƨ  ƿŦ  �ſǈ°ا®  ¾ţکƌا  À¡  ƿŦ  ŻƈţĢ  °® اĴر   �ūƈا  âا Á®ţƈ  ÅţتŧƉƼ śƈا¾   
�ſǈ°ţģƉŦ رƘţż ƿŦ

y به  دست آورید. x= ) را از خط , )4 3  فاصلهء نقطهء

 
OA = + = =4 3 25 5

2 2 )A از مبد¢ مختصات را به  دست می آوریم.  , )4 3 Ĵام اول� فاصلهء نقطهء

)A از نیمساز ربع اول را به  دست می آوریم. , )4 3 Ĵام دوم� فاصلهء نقطهء

 

y x y x= Þ - =0  

AH = -

+ -
=| |

( )

3 4

1 1

1

22 2

 
OA است.

AH Ĵام سوم� خواستهء سؤال

OA
AH = =5

1

2

5 2  

تست و پاسخ   3 

d¢¢ که در نقطهء A بر d عمود است، کدام است؟ )B می گذرد. عرض از مبد¢ خط , )0 1 )A و , )2 0 خط d از دو نقطهء

  -4 )4   -3 )3   -1 5/ )2   -2 )1

پاسخ: گزینۂ 

d¢ قرینه و معکوس شیب خط d است.  شیب خط d را به  دست آورید. شیب خط

 
�1- است، یعنی d¢ عمود باشد، حاصل ضرب شیب های آن ها  اگر خط d بر خط

m m m md d d
d

¢
¢

= - = -1 1
IÄ  

 Ĵام اول� ابتدا شیب خط d را به  دست می آوریم.
m y y

x xd
A B

A B
=

-
-

= -
-

= -0 1

2 0

1

2  
d¢ قرینه و معکوس شیب خط d است.  d¢ بر خط d عمود است� پس شیب Ĵام دوم� خط

m md
d

¢ = - = -
-

=1 1

1

2

2  
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)A عبور می کند. معادلهء این خط را می نویسیم. , )2 0 ¢md از نقطهء = 2 با شیب ¢d Ĵام سوم� خط

¢ - = - Þ = - Þ = -d y x y x: ( )0 2 2 2 4 4áHkL¶ pH Æoø  

 

تست و پاسخ  33 

2 واحد  5 10 و )C به ترتیب , )--3 1 )B و , )2 6 نقطهء A روی خط d موازی نیمساز ناحیهء دوم و چهارم قرار دارد. اگر فاصلهء A از دو نقطهء

باشد، عرض از مبد¢ خط d کدام است؟

4 )4  3 )3  2 )2  1 )1

پاسخ: گزینۂ 

A بنویسید. مختصات نقطهء y x h= - +  عرض از مبد¢ خط d را h در نظر بگیرید و معادلهء این خط را به صورت
) در نظر بگیرید. , )a a- + h را

 
�� فاصلهء دو نقطهء A و B در دستگاه مختصات به کمک رابطهء زیر به  دست می آیدƷه ا± هƙدو نق ũلƐفا

AB x x y y x yB A B A= - + - = +( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
IÀ ý°TiH IÀ ý°TiH  

 

y نوشت. x h= - +  Ĵام اول� شیب نیمساز ربع دوم و چهارم،1- است� پس معادلهء خط d که موازی آن است را می توان به صورت
A است. h( , )a a- + - می شود� پس +a h a در نظر بگیریم، عرض آن Ĵام دوم� اگر طول نقطهء A روی خط d را

2 قرار می دهیم. 5 10 و )C را نوشته و به ترتیب برابر با , )-3 1 )B و , )2 6 Ĵام سوم� فاصلهء نقطهء A تا دو نقطهء

AB h h= - + - + - = ¾ ®¾¾¾ - + - + =( ) ( ) ( ) ( ) ( )a a a a2 6 10 2 6 10 1
2 2 2 22 ·H¼U ¾M  

AC h h= + + - + - = ¾ ®¾¾¾ + + - + =( ) ( ) ( ) ( ) ( )a a a a3 1 2 5 3 1 20 2
2 2 2 22 ·H¼U ¾M  

N و معادله های )1( و  h- = - +5 1a M و + = +5 3a �، نتیجه می گیریم N h= - +a 6 M و = -a 2 Ĵام Īهارم� با تغییر متغیر

M N2 2
10 3+ = ( ) )2( را بازنویسی می کنیم. 

( ) ( )M N M M N N+ + - = Þ + + + - + =5 5 20 10 25 10 25 20
2 2 2 2  

Þ + + - = - ¾ ®¾ + - = - Þ - = - Þ - = -M N M N M N M N M N2 2 3
10 30 10 10 30 10 40 4( ) ( ) ( )( )  

h h- = - Þ =8 4 4  �M است� پس N h h- = - - - + = -a a2 6 8( ) از طرفی
پس عرض از مبد¢ خط d برابر با 4 است. 

تست و پاسخ   3 
) باشد،  , )2 1-- ، دو برابر فاصلهء آن ها از نقطهء x ++ ==1 دو نقطهء A و B را واقع بر محور xها در نظر بگیرید. اگر فاصلهء هر کدام از آن ها از خط0

جز  صحیح طول پاره خط AB کدام است؟

ê )4  4 )3  3 )2  2 )1
پاسخ: گزینۂ 
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 ( , )2 1- x را دو برابر فاصلهء آن از نقطهء + =1 ) در نظر بگیرید. فاصلهء آن از خط0 , )a 0  مختصات نقطه روی محور xها را
قرار دهید.

 
�D داریم >0 ax با شر¶ bx c2

0+ + = در معادلهء

ŴمƟ ریƍه هاƔر§ ریƍه هااختǑ« ریƍه ها

M a= D
| |P c

a=S b
a= -

 
 �x برابر است با + =1 ) را روی محور xها در نظر می گیریم. فاصلهء این نقطه از خط0 , )a 0 Ĵام اول� نقطهء

| | | | (*)a a+

+
= +1

1 0

1
2 2

 

) به  دست می آوریم. , )2 1- ) را از نقطهء , )a 0 Ĵام دوم� حالا فاصلهء نقطهء

( ) ( ) (**)a a a- + = - +2 1 4 5
2 2 2  

�(**) است� پس (*) دو برابر Ĵام سوم� طبق صورت سؤال،

| |a a a a a a a+ = - + ¾ ®¾¾¾ + + = - +1 2 4 5 2 1 4 16 20
2 2 22 ·H¼U ¾M  

Þ - + = ¾ ®¾¾¾¾ - = - ´ ´ =<D

- = D
3 18 19 0

18 4 3 19

3

96

3

2 0

1 2

2

1 2

a a a a
a a| | | |

| |
a

 

 AB است و سؤال از ما طول پاره خط ( , )a
2
0 و ( , )a

1
0  دو نقطهء A و B روی محور x هستند، یعنی مختصات آن ها به صورت

. a a
1 2

- را می خواهد، یعنی

�0 می باشد� پس 1< <P 96 است که در آن 9= + P ] است. از آن جایی که ]96

3
Ĵام Īهارم� خواستهء سؤال

[ ] [ ] [ ]96

3

9

3
3

3
3

0
3

1

= + = + =

< <

P P

P
N

 

تست و پاسخ   3 
دو ر¢س یک مثلů متساوی الاضلاع روی محور yها و یک ر¢س آن روی محور xها قرار دارد. اگر طول نقطهء برخورد ارتفاع های این مثلů برابر 

  باشد، محیط آن کدام است؟

 16 3 )4   12 3 )3   9 3 )2  8 3 )1

پاسخ: گزینۂ 

 شکل سؤال را رسم کنید و اندازه ها را روی آن مشخص کنید.

 Ĵام اول� شکل سؤال را رسم می کنیم.
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60 است� هم چنین اگر ضلع 
2

30


= Ĵام دوم� در مثلث متساوی الاضلاع، ارتفاع، میانه و نیمساز بر هم منطبق هستند، بنابراین زاویهءA1 برابر

�OA است. در مثلث AOP داریم a= 2 مثلث را a در نظر بگیریم،
tan tanA OA a a

1

2
30

2

2

4

3

3

4 3= Þ = Þ = =  
3 می شود. 12 3a = Ĵام سوم� محیط مثلث برابر با

تست و پاسخ   3 
y قرار دارد. اگر مساحت این  x== ++ 1 ) دو ر¢س مثلثی هستند که ر¢س سوم آن در ناحیهء سوم مختصات روی خط , )1 3-- ) و , )--1 2 دو نقطهء

مثلů برابر   باشد، عرض ر¢س سوم چه عددی است؟

 -1 )4   -13
7

)3   -1
7

)2  -6
7

)1

پاسخ: گزینۂ 

�ſیƽک §ţƉŸ ƿƸţƼ ²°® ³Â° ±ا ا° ūŸţƉƸ �®ǃŦ ūخƈ ³ا ÁſƠţƬ Â ¸ţƩا°ت ũŧƈţŹƸ Â ſتیƌ² °ا ®ا¢° è ©ţƑختƸ ی�űلűƸ °® رĴا 

 از فرمول مساحت مثلث با داشتن مختصات سه ر¢س استفاده کنید.

ǊوسƟات رǐتƼم Ǻلعی با داشتǓ n įي ƪƷاǈم ƨƦمحاس 
�فرض کنید مختصات 3 ر¢س مثلث ABC به صورت مقابل است

 
A B C A  �از یک ر¢س )مثل A( شروع می کنیم و با چرخش دوباره به A می رسیم

 �مختصات ها را هم به همین شکل می نویسیم
 

�اعداد روی ابتدا و انتهای هر فلش آبی را در هم ضرب و حاصل آن ها را با هم جمع می کنیم
ÂMA ÁIÀy±Î Ì¼µ\¶: ( ) ( ) ( ( ))2 6 1 3 1 4 12 3 4 19´ + ´ + - ´ - = + + =  

�این کار را برای فلش های قرمز هم انجام می دهیم
q¶o¤ ÁIÀy±Î Ì¼µ\¶: ( ) ( ( )) ( )- ´ + ´ - + ´ = - - + = -4 1 6 1 3 2 4 6 6 4  

�نصف قدرمطلق تفاضل دو مقدار بالا، برابر با مساحت مثلث ABC است

S =
-

= - - = =
| | | ( ) | /ÂMA ÁIÀy±Î Ì¼µ\¶ q¶o¤ ÁIÀy±Î Ì¼µ\¶

2

19 4

2

23

2
11 55  

 
 �Ĵام اول� شکل فرضی مقابل را برای سؤال رسم می کنیم

 
) در نظر می گیریم. , )a a +1 y است را x= Ĵام دوم� مختصات ر¢سی از مثلث که روی خط1+

Ĵام سوم� از فرمول مساحت مثلث با داشتن مختصات سه ر¢س استفاده می کنیم.

 S = - - + + + - ´ - - +
+ - +

1

2
1 3 1 1 2 1 2 3 1

3 4 4

| (( )( ) ( ) ) ( ( )a a a a
a a

� ����� �����
11

1

2
7 3� ��� ��� ) | |Þ = +S a
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Ĵام Īهارم� مساحت مثلث را برابر با ê قرار می دهیم و معادله را حل می کنیم.

1

2
7 3 5 7 3 10

7 3 10 7 7 1

7 3 10 7 13
| | | |a a

a a a

a a
+ = Þ + = Þ

+ = Þ = Þ =

+ = - Þ = - Þ

¡ ¡ ù

aa = -

ì
í
ï

îï
13

7

 

a منفی باشد تا ر¢س مورد نظر در ناحیهء سوم باشد. طبق صورت سؤال باید
a است. + = - + = -1

13

7
1

6

7
� عرض ر¢س سوم برابر باƷام پنجĴ

تست و پاسخ   3 

 L1 L قرار دارند. نسبت مساحت مربع در حالتی که دو ضلع مربع بر خط y x2 8 6 3 0: -- ++ == L و y x1

3

4
1: == ++ دو ر¢س مربعی روی خطوط

عمود باشند، به حالتی که یک قطر مربع بر این خط عمود باشد، کدام است؟

 1 1 2/ )4  11
5

)3  2 )2    2 )1

پاسخ: گزینۂ 

 ابتدا وضعیت دو خط نسبت به هم را بررسی کنید. آیا دو خط موازی هستند��

Ƕǿ به ƪƦǈن ǖƻ دو ƪȈعǓو 
�L داریم a x b y c

2 2 2 2
0: + + = L و a x b y c

1 1 1 1
0: + + = برای دو خط

a باشد، دو خط متقاطع هستند.
a

b
b

1

2

1

2

¹  اگر

a باشد، دو خط موازی و غیر منطبق هستند.
a

b
b

c
c

1

2

1

2

1

2

= ¹  اگر

a باشد، دو خط منطبق هستند.
a

b
b

c
c

1

2

1

2

1

2

= =  اگر

 
 �L2 با هم موازی هستند، زیرا L1 و Ĵام اول� دو خط

y x y x L y x= + ¾ ®¾ = + Þ - - =´3

4
1 8 6 8 8 6 8 0

8

1
:  

L2 موازی و غیر منطبق هستند. L1 و a برقرار است� پس دو خط
a

b
b

c
c

1

2

1

2

1

2

= ¹ L است و شر¶ y x
2
8 6 3 0: - + = هم چنین

Ĵام دوم� شکل سؤال را رسم می کنیم.

حالت دوم حالت اول 

L2 را a در نظر بگیریم، ضلع مربع در حالت اول برابر a است و در حالت دوم قطر مربع برابر a می شود و  L1 و Ĵام سوم� اگر فاصلهء دو خط

می توانیم طول ضلع مربع را به  دست  آوریم.
( ) ( )ÍMo¶ oõ¤ ÍMo¶ Í±ò ÍMo¶ Í±ò= ´ Þ =2

2
a  

�Ĵام Īهارم� نسبت مساحت ها را می نویسیم

S
S

a
a

1

2

2

2

2

2= =
( )
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تست و پاسخ   3 

17 باشد، مساحت آن کدام است؟ ) است. اگر طول قطر این مستطیل , )7 2 y و یک ر¢س آن نقطهء x== -- یک ضلع مستطیلی واقع بر خط1

 5 2 )4   4 2 )3   3 2 )2  6 2 )1

پاسخ: گزینۂ 

y طول یک ضلع از مستطیل است. x= ) از خط1- , )7 2  شکل فرضی از سؤال رسم کنید. فاصلهء نقطهء

 
y است.  x= ) از خط1- , )7 2 Ĵام اول� اندازهء یک ضلع مستطیل برابر با فاصلهء نقطهء

 
y x y x= - Þ - + =1 1 0  

a = - +

+ -
= =| |

( )

2 7 1

1 1

4

2
2 2

2 2

 
Ĵام دوم� رابطهء فیثاغورس را در مثلث ABH می نویسیم تا طول ضلع دیگر مستطیل به  دست آید.

b a= - = - = =( )17 17 8 9 3
2 2  

S ab= = ´ =2 2 3 6 2  �Ĵام سوم� مساحت مستطیل برابر است با

تست و پاسخ   3 
y واقع است، کدام است؟ x== --| |2 1 ) و دو ضلع آن بر نمودار تابع , )1 2 مساحت متوازی الاضلاعی که یک ر¢س آن نقطهء

 2 25/ )4   1 25/ )3   0 75/ )2   1 75/ )1

پاسخ: گزینۂ 

 شکل سؤال را رسم کنید. ارتفاع و قاعدهء متوازی الاضلاع را حساب کنید.

 Ĵام اول� متوازی الاضلاع را رسم می کنیم.

y x
x x

x x
= - =

- £

- + <

ì

í
ï

î
ï

| |
,

,
2 1

2 1
1

2

2 1
1

2

 

 
y است، به  دست می آوریم.  x= -2 از خط1 C( , )1 2 Ĵام دوم� ارتفاع متوازی الاضلاع را که برابر با فاصلهء نقطهء

y x y x= - Þ - + =2 1 2 1 0  

h = - +

+ -
=| |

( )

2 2 1

1 2

1

52 2

 

2- است. معادلهء خط d را می نویسیم. y موازی است� پس شیب آن برابر با x= - +2 )C عبور می کند و با خط1 , )1 2 Ĵام سوم� خط d از نقطهء

y x y x- = - - Þ = - +2 2 1 2 4( )  
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، مختصات نقطهء B به  دست می آید. y x= -2 Ĵام Īهارم� از تقاطع خط d با خط1

- + = - Þ = Þ = = ´ - = Þ2 4 2 1 4 5
5

4
2

5

4
1

3

2

5

4

3

2
x x x x y B, ( , )  

�� طول ضلع AB از متوازی الاضلاع را به  دست می آوریمƷام پنجĴ

AB x x y yA B A B= - + - = - + - = + = =( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 21

2

5

4
0

3

2

9

16

9

4

45

16

3 5

4
 

S h AB= ´ = ´ = =1

5

3 5

4

3

4
0 75/   �� مساحت متوازی الاضلاع برابر است باƷƍام شĴ

تست و پاسخ     

26 است؟ )C فاصلهء بین پای میانه و ارتفاع وارد بر ضلع BC چند برابر , )-- --1 1 )B و , )0 4 ، A( , )1 2 در مثلů با رئوس

 4
13

)4   3
13

)3   2
13

)2   1
13

)1

پاسخ: گزینۂ 

�ūƈا Áſƌ °تکرا °ţیƉŦ À¡ ũƼǃمƼ Ʒǀ ²°اſƸ ©ţƼţŹتƸا °® ƿک ūƈلیلی اŹت ũƈſƽǀ ©الاśƈ ƻǈتر ųǈکی ا± °اǈ 

M را به  دست آورده و سپس فاصلهء AH و معادلهء عمود BC وسط M  شکل سؤال را رسم کنید. مختصات نقطهء
را از ارتفاع AH حساب کنید.

ǖƻ پاره įي ǖوس ƨǘǬن 
�مختصات نقطهء وسط دو نقطهء A و B از رابطهء زیر به  دست می آید

        
x x x

y y y
M A BM

A B

M
A B

=
+

=
+

ì

í
ï

î
ï

¾ ®¾ = +2

2
2

IÄ  

 

 Ĵام اول� ابتدا یک شکل فرضی از سؤال رسم می کنیم. 
طول پاره خط MH را باید حساب کنیم. 

Ĵام دوم� مختصات نقطهء M وسط پاره خط BC را حساب می کنیم.

M x x y y M MB C B C( , ) ( ( ) , ( )) ( , )+ +
Þ + - + - Þ -

2 2

0 1

2

4 1

2

1

2

3

2
 

�Ĵام سوم� عمود AH بر خط d منطبق است و این خط بر پاره خط BC عمود است� پس شیب خط d برابر است با

m m y y
x x

d
BC B C

B C

= - = -
-
-

= -
- -
- -

= -1 1 1

4 1

0 1

1

5( )
( )

 

)A عبور می کند. معادلهء خط d را می نویسیم. , )1 2 - از نقطهء 1

5
Ĵام Īهارم� خط d با شیب

d y x y x y x: ( )- = - - Þ - + = - Þ + - =2
1

5
1 5 10 1 5 11 0  

� فاصلهء نقطهء M تا خط d برابر با MH است.Ʒام پنجĴ

MH =
- -

+
= = = ´

| ( ) |5
3

2

1

2
11

5 1

4

26

4 26

26

2

13
26

2 2

 
2 است.

13
پس خواستهء سؤال
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پایه دوازدهمپایه دوازدهمآزمون مرحله آزمون مرحله 
1818 بهمن‌ماه  بهمن‌ماه 14021402پاسخنامه ریاضیپاسخنامه ریاضی 1616

24DE است. اندازۀ AC کدام است؟ 71 . AC+ = 2 و  5BD AD= DE و  AC در مثلث مقابل 
11 )1

12/5 )2
14 )3

15/5 )4

پاسخ:پاسخ:  گزینه گزینه 33

 موازی بودن DE و AC نشون میده که لازمه از قضیه تالس استفاد کنید. 

DE است. با استفاده از تالس جزء به کل در  x= −24 AC است، پس  x= DE و  AC+ = 24 چون 
مثلث ABC داریم: 

DE D x k x x
AC AB x k x

Β − −
= ⇒ = ⇒ = ⇒ =

24 5 24 5 14
7 7

قضیۀ تالس: اگر خطی موازی یک ضلع مثلث به گونه‌ای رسم شود که دو ضلع دیگر آن را قطع کند. روی آن دو ضلع، چهار پاره‌خط جدا 
می‌کند که اندازۀ آن‌ها تشکیل یک تناسب می‌دهد. 

تالس جزء به جزءتالس جزء به جزءتالس جزء به کلتالس جزء به کل

AD AE DE
AB AC BC

= =AD AE
DB EC

=

 در مسائلی که صحبت از پاره‌خط DE است، از تالس جزء به کل استفاده می‌کنیم. 

12BD قرار گرفته 72 . m= 16AC و  m= 4PT بین دو تیر چراغ برق به طول‌های  m= مطابق شکل یک میلۀ فلزی به طول 
40m و سایۀ میله در دو طرف آن به یک اندازه باشد، فاصلۀ CT چقدر است؟  است. اگر فاصلۀ دو تیر چراغ برق 

22 )1
24 )2
26 )3
28 )4

پاسخ:پاسخ:  گزینه گزینه 22
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 قضیه تالس را در دو مثلث بزرگ به کار برده و LD و CK را به دست آورید. 

یک بار در مثلث ACL و یک بار هم در مثلث BDK از تالس جزء به کل استفاده می‌کنیم. 

 ACL مثلث x: x a x a x
x a

= ⇒ + = ⇒ =
+

4 2 4 2
16 2

 BDK مثلث x: x b x b x
x b

= ⇒ + = ⇒ =
+

4 2 3
12 2

CD است، پس:  m= 40 از طرفی طبق صورت سؤال 
a x b x x x x CT a x x+ + = ⇒ + + = ⇒ = ⇒ = + = =2 40 2 2 40 8 3 24

محیط 73 . باشد،  واحد   4EC = و   1BD =  ،  AG GB= اگر  است.  مستطیل  یک   GFDE چهارضلعی  مقابل  در شکل 
مستطیل GFED کدام است؟ 

14 )1
16 )2
18 )3
20 )4

پاسخ:پاسخ:  گزینه گزینه 11

 تالس جزء به کل را در مثلث ABC به کار برده و طول ضلع مستطیل را بیابید. عرض مستطیل از تشابه مثلث‌های کناری به‌دست می‌آید. 

ابتدا با استفاده از تالس جزء به کل در مثلث ABC داریم: 
AG GF x x
AB BC x

= ⇒ = ⇒ =
+

1 5
2 5

حال مطابق شکل مثلث‌های EFC و BGD متشابه‌اند، پس: 
GD BD y y
EC FE y

= ⇒ = ⇒ =
1 2

4

(x y) ( )+ = + =2 2 2 5 14 پس محیط مستطیل GFED برابر است با: �

x کدام است؟ 74 . y+ AB است. مقدار  CD EF در شکل مقابل 
28 )1
30 )2
33 )3
35 )4

پاسخ:پاسخ:  گزینه گزینه 44

می‌دانیم که چهار پاره‌خط ایجاد شده روی ساق‌های ذوزنقه توسط CD، طبق تالس متناسب‌اند، یعنی: 

AC BD x x
CE DF

= ⇒ = ⇒ =
12 8
9 6

حال از رأس A خطی به موازات ساق BF رسم می‌کنیم و با استفاده از تالس جزء به کل در مثلث AEN داریم: 

y y x y
y

= ⇒ − = ⇒ = ⇒ + =
+ −

12 8 13 14 27 35
12 9 13
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اگر پاره خطی موازی قاعده‌های ذوزنقه رسم شود، برای به دست آوردن طول این پاره‌خط می‌توانیم از 
یک رأس ذوزنقه خطی موازی یکی از ساق‌ها رسم کنیم و قضیۀ تالس را در مثلث ایجاد شده بنویسیم. 

اگر در یک ذوزنقه پاره‌خطی موازی دو قاعده رسم شود، نکات زیر قابل نتیجه‌گیری است: 

1- در حالت کلی:
 na mbMN

n m
+

=
+

2- اگرMN وسط‌های دو ساق را به هم وصل کند: 
a bMN +

=
2

3- اگر دو قطر ذوزنقه را رسم کنیم: 

b aPQ −
=

2

10AC است. مساحت مثلث BDE چقدر است؟ 75 . = 4BD و  = 4BE و  AE= در مثلث مقابل 
14 )1
16 )2
18 )3
20 )4

پاسخ:پاسخ:  گزینه گزینه 22

 از نقطۀ E خطی موازی ضلع AC رسم کرده و از قضیه تالس استفاده کنید. 

از نقطۀ E خطی بر ضلع BC عمود می‌کنیم. حال از آن جایی که EH و AC موازی‌اند. با اســتفاده 
BEاز تالس جزء به کل داریم:  EH k h h

BA AC k
= ⇒ = ⇒ =

4 8
5 10

S BD h⇒ = × = × × =
1 1 4 8 16
2 2

10 است؟ 76 . در شکل مقابل سه مربع به اضلاع واحد کنار هم قرار دارند. فاصلۀ MA چند برابر 
1
4

 )2 						     1
3

 )1

1
5

 )4 						     2
9

 )3

پاسخ:پاسخ:  گزینه گزینه 22
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 نسبت تشابه را برای دو مثلث بالایی و پایینی بنویسید. 

10 به دست می‌آید.  ابتدا با استفاده از رابطۀ فیثاغورس وتر مثلث ADإ برابر 
MB خواهد بود. مطابق شکل مثلث‌های  x= −10 MA باشد پس طول  x= اگر فرض کنیم 

AMC و DMB متشابه‌اند، در نتیجه: 

AC MA x x x
BD MB x

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =
−

1 14 10 10
3 410

A BC ~ A B C′ ′ ′
 

قضیه‌های تشابه: دو مثلث در حالت های زیر متشابه اند: 
1- تناسب سه ضلع 

AB AC BC
A B A C B C

= =
′ ′ ′ ′ ′ ′

2- تناسب دو ضلع و تساوی زاویۀ بین

 AB AC A A
A B A C

′= =
′ ′ ′ ′

»

3- تساوی دو زاویه 

   A A B B′ ′= =»

نحوۀ نوشتن نسبت تشابه: وقتی می‌دانیم دو مثلث متشابه‌اند، برای نوشتن نسبت تشابه، 3 خط کسری را برابر هم قرار می‌دهیم. سپس 
اضلاع یکی از مثلث‌ها، را )مثلًا مثلث )1( در صورت کسرها می‌نویسیم. حال اضلاع مثلث دیگر را طوری در مخرج کسرها می‌نویسیم که 

β نیز زیر هم و.... .  α در دو مثلث، زیر هم باشند، اضلاع روبه‌روی زاویۀ  اضلاع روبه‌روی زاویۀ 

a
b

= =
10 5
8 6
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، آن گاه مساحت چهارضلعی چند برابر 77 . 12DE = 20BC و  = در چهارضلعی BCDE ، زاویه‌های روبه‌رو مکمل‌هم‌اند. اگر 
مساحت مثلث ABC است؟ 

0/56 )1
0/64 )2
0/72 )3
0/8 )4

پاسخ:پاسخ:  گزینه گزینه 22

 نسبت تشابه دو مثلث مشابه AED و ABC را به دست آورده و نسبت مساحت‌ها را حساب کنید. 

چون زوایای روبه‌رو در چهارضلعی مکمل یکدیگرند. پس زوایای نشــان داده شــده در شــکل با هم برابرند و در نتیجه مثلث‌های ABC و 
AED با هم متشابه‌اند و نسبت مساحت آن‌ها برابر است با: 

AEDAED

ABC EDCB

S SS
S S S

= = = →  =  

2 912 9
20 25 16

´Ã¹¨  Â¶ ÆoÎ

EDCB

ABC

S S /
S S

⇒ = =
16 0 64
25

2BC است. اندازۀ ارتفاع AH کدام است؟ 78 . = ACB و  = θ در مثلث مقابل 
sin θ2  )1
sin θ2  )2
cos θ2  )3
cos θ2  )4

پاسخ:پاسخ:  گزینه گزینه 22

 با استفاده از روابط نسبت‌های مثلثاتی در قائم‌الزاویه، طول اضلاع قائم و ارتفاع AH را به دست آورید. 

در مثلث قائم‌الزاویه ABC داریم: 
ABsin AB sin
BC

θ = ⇒ = θ2

ACcos AC cos
BC

θ = ⇒ = θ2

AB AC ( sin )( cos )AH AH
BC
× θ θ

= ⇒ =
2 2

2

sin cos AH sin= θ θ⇒ = θ2 2

در مستطیل به اضلاع 13 و 6 نقطۀ M بر روی ضلع بزرگ‌تر قرار دارد و خطوط واصل از M به دو رأس دیگر مستطیل بر 79 .
هم عمودند. فاصلۀ نزدیک‌ترین رأس مستطیل از M کدام است؟ 

4/5 )4 			  4 )3 			  3/5 )2 			  3 )1

پاسخ:پاسخ:  گزینه گزینه 33

 بعد از رسم شکل، با استفاده از روابط طولی در مثلث قائم‌الزاویه، خواسته مسئله به راحتی قابل محاسبه است. 
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با توجه به مسئله شکل مقابل حاصل می‌شود و در مثلث قائم‌الزاویه BMC داریم: 

MH BH CH (x) ( x)= × ⇒ = × −2 26 13

(x )(x )

x
x x

x− −

=⇒ − + = ⇒ 
=

2

4 9

4
13 36 0

9




در هر مثلث قائم‌الزاویه، با رسم ارتفاع وارد بر وتر، سه مثلث متشابه به وجود می‌آید: 

A BC ~ A B H ~ A C H⇒
  

AH BH CH= ×2 A نتیجه می‌گیریم:  � C H


A و  B H


1- از تشابه مثلث‌های 

A با هر یک از مثلث‌های کوچک‌تر، نتیجه می‌گیریم:  BC


2- از تشابه مثلث 
AB BH BC AC CH BC= × = ×2 2

مطابق شکل هر دو ارتفاع مثلث‌های قائم‌الزاویه رسم شده است. مقدار x کدام است؟ 80 .
1/44 )1
1/56 )2
1/64 )3
1/96 )4

پاسخ:پاسخ:  گزینه گزینه 11

 با استفاده از روابط طولی در مثلث قائم‌الزاویه، طول وتر و ارتفاع وارد بر وتر به راحتی قابل محاسبه بوده و سپس x را بیابید. 

با استفاده از رابطۀ فیثاغورس وتر BC برابر 5 به دست می‌آید. حال ارتفاع AN را در مثلث قائم‌الزاویۀ ABC به دست می‌آوریم:

AB ACAN
BC
× ×

= = =
3 4 12
5 5

حال در مثلث قائم الزاویۀ ANC داریم: 

AN AH AC (x) ( ) x / = × ⇒ = × ⇒ = = 
 

2
2 12 364 1 44

5 25

2x کدام است؟ 81 . = f) در  g)(x)
x f (x)
+
+

2 باشد، مشتق تابع  2 3 2 2 2 2g( ) g ( ) ,f ( ) f ( )′ ′= = = = اگر 

5
4

 )4 	
		

5
8

 )3 	
		

3
4

 )2 			  3
8

 )1

پاسخ:پاسخ:  گزینه گزینه 11
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f مشتق می‌گیریم و  (x) g(x)y
x f (x)

+
=

+
)g اســت. حال از تابع  ) g ( ) ,f ( ) ,f ( )′ ′= = = =2 2 3 2 1 2 تک پله :  با توجه به صورت ســؤال 2

x می‌گذاریم: = 2 در آن 

( )( ) ( )( )
( )

( )( )( )
( )

xf (x) g (x) x f (x) f (x) f (x) g(x)
y

x f (x)

f ( ) g ( ) f ( ) ( f ( ) f ( ) g( ) ( )( ) ( )( )y
( )f ( )

2
2

2 2
3
8

1

2 2 2 2 1 2 2 2 1 3 2 2 1 1 2 3 16 10
162 22 2

=′ ′ ′+ + − + +
′ =

+

′ ′ ′+ + − + + + + −′

→

+ + −
= = = =

++

 
1- مشتق توابع کسری 

2- مقایسه! 
دو مورد را همیشه به خاطر داشته باشید. 

y f (x) g(x) y f (x) g (x)
y f (x) g(x) y f (x)g(x) g (x)f (x)

′ ′ ′= =
′ ′ ′= =

+ +
× +

ÍMIU ¢Tz¶

 

. 82 
3

4
3x

xf (x) g(x)lim a
x→

+ −
=

−
3x مماس است و  = مطابق شکل، نمودار تابع خطی g بر نمودار تابع f در نقطه‌ای به طول 

است. مقدار حقیقی a کدام است؟ 
2 )1
5
3

 )2

7
2

 )3

7
3

 )4

پاسخ:پاسخ:  گزینه گزینه 22

x در حد داده شده مخرج برابر صفر می‌شود و چون حد وجود دارد و مقدار آن حقیقی است بنابراین صورت  = 3 پلۀ اول: با جایگذاری 
f ( ) g( )+ − =3 3 3 4 0 برابر صفر می‌شود.  � x = 3 کسر به ازای 
f ( ) f ( ) g( )= = =⇒4 3 4 3 3 1 �  : g( ) f ( )=3 3 x بر هم مماس‌اند بنابراین  = 3 f در  (x) g(x) و 

g(x) را می‌نویسیم:  پلۀ دوم: حال معادله تابع خطی 
y (x ) g(x) x

( )
−

− = + = +
−

→
−
1 0 1 10 3

3 3 6 2
پله سوم: حاصل حد خواسته شده را با استفاده از هوپیتال به‌دست می‌آوریم: 

H P
x x

Oxf (x) g(x) f (x) xf (x) g (x)lim lim
x→ →


′ ′+ − + +

−
→

3 3

4
3 1

x f gf ( ) f ( ) g ( ) 3 1 1 103 3 3 3 1
3

3
6 6

5
6

=  ′ ′= + + + × + = = 


→ →


nj »

kºH tIµ¶

f (x) f (x) g(x) g (x)f (x)y y
g(x) g (x)

′ ′× −′= = 2

 ÍMIU ¢Tz¶
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توجه:
 ( رسیدید، بدانید که حتماً حاصل  هم برابر صفر حدی بوده که پس 

x a
lim
→

=
Áke o ÿÅ

1- درحل سؤالات حد، اگر به حالتِ )عدد 

0 به حاصل »عدد« رسیده‌ایم. 
0

از رفع ابهام 

2- مختصات نقاط تماس دو تابع در هر دو تابع صدق می‌کند و مشتق هر دو تابع در آن نقطه یکسان است. 

1f کدام است؟ 83 . ( )− 3 باشد، مقدار  22 2 12 4 9f (x) f ( x) x x x′+ = + + + f اگر  (x) در تابع چند جمله‌ای 
120 )4 			  -120 )3 			  304 )2 			  -304 )1

پاسخ:پاسخ:  گزینه گزینه 11

f درجه 3 می‌باشد. (x) n است پس  پلۀ اول: با توجه به اینکه مشتق تابع چند جمله‌ای درجۀ n از درجۀ 1−

f (x) ax bx cx d f ( x) ax bx cx d= + + + = + +⇒ +3 2 3 22 8 4 2

f می‌شود:  ( x)2 پس مشتق  u f (u)′′ f برابر است با  (u) می‌دانیم مشتق 
f ( x) ax bx c′ = + +22 2 24 8 2

y را نوشت:  f (x) f ( x)′= + 2 2 پلۀ دوم: حال می‌توان تابع 
y ax bx cx d ax bx c= + + + + + +⇒ 3 2 224 8 2

y ax (b a)x (c b)x d c= + + + + +⇒ +3 224 8 2
با توجه به‌صورت سوال داریم: 

ax (b a)x (c b)x d c x x x+ + + + + + = + + +3 2 3 224 8 2 12 4 9

پلۀ سوم: با مساوی قرار دادن ضرایب، مقادیر c, b, a و d به دست می‌آید.

a

b a b
f (x) x x x f ( )

c b c

d c d

3 2 304

1
24 12 12

12 100 191 1
8 4 100
2 9 191

= 


+ = = −  = − + − − =
+ = =

−

⇒
⇒ →

⇒

→ = =

−


+ 

ny . میخوام به یه نکته توجه کنید که درجه  nax −′ = 1 ny رو یادتونه!؟ احسنت.  ax= 1- مشتق توابع چند جمله ای: مشتق تابع 
تابع مشتق y از درجۀ خود تابع y، یک واحد کمتر است. به‌عنوان مثال اگر مشتق تابعی از درجۀ دوم باشد، نتیجه می‌گیریم که تابع اصلی 

از درجه سوم بوده است. 
f تابعی بر حسب x باشد آنگاه مشتق توابع زیر را بلدیم!  (x) f(x( -2 یا )f(u مسئله این است: اگر 

y )الف f (x) y f (x)′ ′=→= y )ب                               f (x) y f (x)f (x)′= =→2 2 	

′u ضرب کنیم. ببینید:  ′y را در  اگر در همین عبارت‌های بالا به جای x، تابعی بر حسب x مثل u قرار بگیرد، باید 

uy )الف f (u) y f (u).′ ′= = ′→ y )ب                      f (u) y f (u)f (u u).′ ′= = ′→2 2 	
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امیدوارم قاطی نکرده باشین! به‌عنوان یک توصیه: همیشه در حل سؤالاتی که به جای x تابعی بر حسب x مثل u قرار گرفته، u را به‌صورت 
حل کنید و در گام آخر  ، مشتق گرفته و در حاصل نهایی مشتق ضرب کنید.  f (x)  فرض کرده و سؤال را مثل 

2 در نقطۀ A به طول 1 واقع بر آن، منحنی را در نقطۀ دیگر B قطع می‌کند. 84 .
1 1y
x x

= − خط مماس بر منحنی به معادلۀ 
فاصلۀ دو نقطه A و B کدام است؟ 

4 2  )4 			 
4
2

 )3 			  2  )2 			 
2
2

 )1

پاسخ:پاسخ:  گزینه گزینه 33

پلۀ اول: عرض نقطۀ مماس را به دست می‌آوریم.
Ax

Ay y A( , )
x x

1
2

1 1 0 10=→ →= − =

پلۀ دوم: شیب خط مماس در نقطه A را به‌دست آورده و معادله خط مماس را می‌نویسیم.

Ax
Ay y

x x
1

2 3 1 2 11 2 =−′ ′= + = − + =→

A معادله خط مماس در نقطه مماس  y x→ = −1
پلۀ سوم: خط مماس را با منحنی تلاقی می‌دهیم تا مختصات نقطه تلاقی دیگر )B( به‌دست آید.

 
xy

x x x x xx
x xy x

2 3 22
2

1 1
1 11 1

1

×= 
 = − → − − − = −
 = −

→

x x x (x ) (x )− − + = −→ → + =3 2 21 0 1 1 0

x B( , )= ± −→ −→1 1 2 	

پلۀ چهارم: فاصله دو نقطۀ A و B برابر است با: 
AB ( ) ( )= − − + − − = = =2 2 41 1 2 0 8 2 2

2

x) سه مرحلۀ زیر را طی می‌کنیم:  x )=  نوشتن معادله خط مماس: برای نوشتن معادلۀ خط مماس در نقطه‌ای واقع بر منحنی تابع 
x

A
y



1- قبل از هر کاری مختصات نقطۀ مماس را کامل می‌کنیم 

m f (x )′= tIµ¶
2- ضابطۀ مشتق تابع را تعیین می کنیم و مقدار مشتق در نقطۀ مماس را برابر شیب خط مماس در نظر می‌گیریم  �

3- حالا با داشتن نقطه A و شیب خط می‌توانیم معادلۀ خط را با استفاده از رابطۀ زیر بنویسیم. 

y y m(x x )− = − 

y کافی است معادلۀ تلاقی را تشکیل دهیم:  g(x), y f (x)= =2 1 پیدا کردن نقاط تلاقی: برای پیدا کردن نقاط تلاقی دو تابع 
y y f (x) g(x)= =⇒1 2

B(x داریم:  , y ),A(x , y )2 2 1 1 پیدا کردن فاصله دو نقطه: برای پیدا کردن فاصلۀ دو نقطه 

AB ( x ) ( y ) (x x ) (y y )2 2 2 2
2 1 2 1= + = − + −IÀ ý°TiH IÀ ý°TiH
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 بر روی R مشتق پذیر است. مقدار ab کدام است؟ 85 .
22 5 2

1 2
x ax ;xf (x)

bx a ;x

 + + <= 
+ + ≥

تابع با ضابطۀ 

-12 )4 			  -16 )3 			  12 )2 			  16 )1

پاسخ:پاسخ:  گزینه گزینه 33

x باید:  = 2 هر یک از ضابطه‌ها در بازۀ خود پیوسته و مشتق‌پذیر هستند، بنابراین در نقطۀ مرزی 
1- تابع پیوسته باشد: 

x x
lim f (x) lim ( x ax ) a

− −→ →
= + + = +

2 2
22 5 13 2

x x
lim f (x) lim (bx a ) b a

+ +→ →
= + + = + +

2 2
1 2 1

b a ba a+ = + + − =⇒ −⇒ 213 2 2 1 12
2- مشتق چپ و راست تابع برابر باشند: 

f ( ) ax a ;x
f (x) a b

b ;x f ( ) b

2 84 2
8

2 2
−

+

′ = ++ <  ′ = + = 
′> =

⇒ ⇒
  

ab است.  = −16 a به‌دست می‌آید، پس  = −4 b و  = 4 از دو معادلۀ بالا 

9f کدام است؟ 86 . (x)′ = باشد، مجموع جواب‌های معادلۀ  2 23 10 2f (x) x x x= − − − اگر 

5 )4 			  3 )3 			  -6 )2 			  -7 )1

پاسخ:پاسخ:  گزینه گزینه 11

پله اول: ابتدا درون قدرمطلق را تعیین علامت می‌کنیم. 
x x (x )(x ) x x2 3 10 0 5 2 0 5 2− − = − + = =⇒ −⇒ =IÄ

x اگر  f (x) x x x f (x) x x≥ = − − − = − − −⇒ ⇒2 2 25 3 10 2 3 10

          f (x) x x′ = − − − +⇒ − =⇒ 2 3 2 3 9  x x− = = −⇒ ⇒2 12 6

عدد به‌دست آمده بزرگ‌تر از 5 نیست پس قابل قبول نمی‌باشد. 
پله دوم: 

اگر  x f (x) x x x− ≤ < = − +⇒ + −2 22 5 3 10 2

f (x) x x xf (x) − +′= − + + =⇒ ⇒23 3 1 60 3

x x x− + = − = = −⇒ ⇒ ⇒6 3 9 6 6 1
پله سوم: 

x اگر  f (x) x x x x x2 2 22 3 10 2 3 10⇒< − = − − − = − − −

 f (x) x x′ = − − = =⇒ −⇒2 3 9 6
( ) ( )− + − = −1 6 7 پس مجموع جواب‌ها می‌شود. 
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مشتق‌گیری از توابع قدرمطلقی: برای مشتق‌گیری از توابعی که شامل قدر مطلق هستند، ابتدا با توجه به جدول تعیین علامت عبارت داخل 
قدرمطلق، قدرمطلق را در فواصل مختلف برداشته و تابع را به‌صورت تابعی چند ضابطه‌‌ای تبدیل کنید. 

و در گام بعدی از تک تک ضابطه‌ها در بازۀ تعریفشان، مشتق بگیرید. 
توجه داشته باشید که جواب‌های به‌ دست آمده باید با بازۀ تعریف آن، تطابق داشته باشد. 

) باشد و خط مماس 87 . )g(x) f f (x)= 2x به‌صورت مقابل است. اگر  = y و خط مماس بر آن در نقطۀ  f (x)= نمودار تابع 
0 قطع کند. مقدار a کدام است؟  6( , )− بر نمودار تابع g محور yها را در نقطۀ 

−1 2 2  )1
-2 )2

−2 2  )3
−2 5 2  )4

پاسخ:پاسخ:  گزینه گزینه 22

) و )a ,0( داریم پس:  , )2 2 f را به دست می‌آوریم. از این خط دو نقطه به مختصات  (x) پله اول: ابتدا شیب خط مماس بر نمودار تابع 
a am m− −

= =
−

⇒
2 2
2 0 2

af ( ) −′ =
22
2

a−2 می‌شود یعنی:  �
2

x برابر  = 2 f در نقطۀ  (x) پس مشتق تابع 

f ( ) =2 2 ) عبور می‌کند پس:  , )2 2 نمودار تابع f از نقطۀ 
g(x) را به‌دست می‌آوریم:  پلۀ دوم: حال با توجه به داده‌های سؤال شیب خط مماس بر نمودار 

( ) ( )g(x) f f (x) , x g( ) f f ( ) f ( )= = = = =⇒2 2 2 2 2
) عبور می‌کند پس شیب آن برابر 4 می‌شود.  , )−0 6 ) و  , )2 2 g(x) از نقطه‌های 

g(x) را با استفاده از مشتق، به دست آورد که در آن از فرمول مشتق توابع مرکب استفاده می‌کنیم:  پلۀ سوم: می‌توان شیب خط مماس بر 

( ) ( )g(x) f f (x) g (x) f (x) f f (x)′ ′ ′= = ×⇒

( )x g ( ) f ( ) f f ( ) f ( ) f ( )′ ′ ′ ′ ′= = × =⇒ ×2 2 2 2 2 2

a ag ( ) − −′ = ×⇒
2 22
2 2 g(x) برابر 4 است، پس داریم:  پلۀ چهارم: با توجه به پله سوم، شیب خط مماس بر 

aa a (a ) a a a02 22 2 4 2 16 2 4 2 4
2 2

<− −
× = − ±⇒ → → = →= = ± = −−

1- پیدا کردن شیب: با داشتن مختصات دو نقطه از یک خط می‌توان با استفاده از رابطۀ زیر شیب خط را تعیین کرد. 

AB
x x y yA B m

x xy y
−

=⇒
−

1 2 2 1

2 11 2

x است.  x همان مشتق تابع در نقطۀ  2- یادآوری : در درسنامۀ قبلی هم گفتیم شیب خط مماس در نقطۀ 
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3- مشتق تابع مرکب:  برای تعیین مشتق تابع مرکب از دو قاعدۀ زیر بهره می‌بریم: 

( ) ( )
( ) ( )
g(x) g (xy f y f

y f
) g(x)

u u uy f
′ ′= =

′ ′=

′
′
×

= ×

ÍMIU ¢Tz¶

 

 در نقطه‌ای که مشتق اول از دو برابر مشتق دوم یک 88 .
2

3 23 5 5
2 1

x xf (x) x x
x
−

= − +
−

معادلۀ خط مماس بر نمودار تابع 

a کدام است؟  b c+ + ay است. حاصل  bx c= + واحد کمتر است، به صورت 
124 )4 		  -124 )3 			  40  )2 			  -62 )1

پاسخ:پاسخ:  گزینه گزینه 11

f را به دست می‌آوریم.  (x)′′ f و  (x)′ } است.  }fD = − 1 f برابر  (x) پلۀ اول: دامنه تابع 

x(x )f (x) x x x x x ,x
x

−
= − + = − + ≠

−
3 2 3 23 5 1 3 5 1

2 1 2

f (x) x x f (x) x⇒′ ′′= − + = −23 3 5 6 3
پلۀ دوم: 

f (x) f (x) x x ( x )′ ′′= − − + = − −→ 22 1 3 3 5 2 6 3 1

fx D
x x

x ( , )
2 1

3 15 12 0
4 4 60

= ∉→ − + = 


→
= tIµ¶ ¾â õ£º

x) به دست آورده و معادله خط مماس را می‌نویسیم.  )= 4 f را در نقطه مماس  (x) پلۀ سوم: شیب خط مماس بر تابع 

f ( ) ( ) ( )′ = − + =24 3 4 3 4 5 41

( , ) : y x4 60 41 104→ = −tIµ¶ ôi ¾²jI÷¶ 	
a b c 621 41 104+ + + = −= − است، پس:         c 104= − b و   = 41 ، a ay با معادلۀ خط مماس، 1= bx c= + پلۀ چهارم: با مقایسۀ 

 
x سه مرحلۀ زیر را طی می‌کنیم: x=  نوشتن معادلۀ خط مماس: برای نوشتن معادلۀ خط مماس در نقطه‌ای واقع بر منحنی تابع 

x
A

y



1- قبل از هر کاری مختصات نقطۀ مماس را کامل می‌کنیم  

m f (x )′= tIµ¶
2- ضابطۀ مشتق تابع را تعیین می‌کنیم و مقدار مشتق در نقطۀ تماس را برابر شیب خط مماس در نظر می‌گیریم  �

y y m(x x )− = −  3- حالا با داشتن نقطۀ A و شیب خط می‌توانیم معادلۀ خط را با استفاده از رابطۀ مقابل بنویسیم:  �

2 باشد، کمترین مقدار تابع f کدام است؟ 89 . 8f ( ) = y به صورت مقابل است. اگر  f (x)′= نمودار تابع 
-2 )1
0  )2
2 )3
4 )4
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پاسخ:پاسخ:  گزینه گزینه 22

f تابعی درجه دوم می‌باشد. (x) y به صورت تابعی خطی است، پس  f (x)′= پله اول: نمودار تابع 
y را داریم که می‌توان معادلۀ آن را نوشت:  f (x)′= دو نقطه از تابع خطی 

( m, ),( , ) m⇒
+

=− ⇒
−

=
2 02 0 0 2
0 2

1

y (x ) y x f (x) x⇒ ⇒ ′− = + = + = +0 1 2 2 2

f می‌شود، پس داریم:  (x) ax b′ = +2 f است. که مشتق آن به صورت  (x) ax bx c= + +2 پله دوم: تابع درجه دوم به فرم 

f (x) x
a a ,b f (x) x x c

f (x) ax b
⇒ ⇒ ⇒

′ = + = = = = + +
′ = +

22 1 12 1 2 2
2 22

 : f ( ) =2 8 از طرفی 
f ( ) x , y x x c⇒ ⇒= = = + + =212 8 2 8 2

2
8

( ) ( ) c c c+ + =⇒ ⇒ ⇒+ + = =21 2 2 2 8 2 4 8
2

2

sy می‌توان کمترین یا بیشترین مقدار 
a

−∆
=

4
s یا 

by f
a
− =  

 2
f به شکل زیر است که با دو رابطۀ  (x) پله سوم: در نتیجه ضابطۀ تابع 

f (x) x x= + +21 2 2
2

a هست پس داریم:  >0 تابع درجۀ دوم را حساب کرد. در اینجا 

s s sx y f ( ) y
a

−∆
= − ⇒ = − = = =2 2 0 0

4
IÄ

x از یک خط معلوم باشد. برای نوشتن معادله خط دو گام زیر را طی  x
B , A

y y
 
  
 

2 1

2 1
اگر مختصات دو نقطه  1- نوشتن معادلۀ خط: 

می‌کنیم: 
y ym
x x

−
=

−
2 1

2 1
1- ابتدا شیب خط را محاسبه می‌کنیم: 

2- در گام دوم با استفاده از رابطۀ زیر معادله خط را کامل می‌کنیم:
y y m(x x )− = −1 1

f را در نظر بگیرید، حالا بیایید از تابع f، مشتق بگیریم، (x) x x= +2 2- توان شکنی مشتق: با یک مثال توضیح می دهیم. تابع 
f (x) x′ = +2 1   

f است. و می‌توان به این  (x) f یک واحد کمتر از درجه  (x)′ ، دو است. به‌عبارتی ساده‌تر درجه  f (x) ، یک و درجه  f (x)′ ببینید که درجۀ 
، دو است.  f (x) ، یک باشد نتیجه می‌گیریم که درجه  f (x)′ موضوع به صورت بلعکس نگاه کرد. بدین صورت که اگر به فرض مثال درجه 

x کدام است؟ 90 . a= 27 است. آهنگ لحظه‌ای تغییر تابع f در  ] برابر  ]3a, 1f در بازۀ  (x) x= + آهنگ متوسط تغییر تابع 
5
6

 )4 			  3
7

 )3 			  1
3

 )2 			  2
5

 )1

پاسخ:پاسخ:  گزینه گزینه 22



دفترچه پاسخدفترچه پاسخ|| آزمون    آزمون   1616||    1818   بهمن   بهمن

15

www.zistase.irwww.zistase.irگروه آموزشی زیستازگروه آموزشی زیستاز

] برابر است با:  ]a,3 پلۀ اول: آهنگ متوسط تغییر تابع f در بازۀ 

a a

f ( ) f (a) a a a a a
a a

(a )
a

( a) a a ( a )
a

(a )
26

2

2 4

2

4 3

2

3 2 4 1 2 14 7 1 6 2 7 1 8 2
3 7 3 7

49 1 8 2 4 7
5

1 15 0 4 5 3 0
3
4

+ +

− − +
= = − + = − + = +

− −


+ = + − + = − − = 


⇒ ⇒ ⇒ →

⇒ → ⇒
=

=


·H¼U

a قابل قبول است.  = 5
4

a باشد، پس  < 3 ] باید  ]a,3 با توجه به بازۀ 

پلۀ دوم: حال آهنگ لحظه ای تغییر را در این نقطه به‌دست می‌آوریم:

f (x) x f (x) f
x

 ′ ′= + ⇒ = ⇒ = = = +   ×

1 5 1 11 342 1 9 22 24

1
3

1- آهنگ متوسط: آهنگ متوسط تغییر تابع f، همان نسبت تغییرات عرض‌ها به تغییرات طول‌ها است. به زبان ریاضی داریم: 

f آهنگ متوسط تغییر تابع f (x ) f (x ) f (x x) f (x )y
x x x x

− + ∆ −∆
= = =
∆ − ∆

2 1 1 1

2 1

 آهنگ متوسط تغییر تابع f از نقطۀ A تا B به زبان ساده همان 
شیب وتر AB  است. 

 B تا A از f آهنگ متوسط AB
y tan m
x

∆
= = θ =
∆

2-آهنگ آنی یا لحظه‌ای: آهنگ لحظه‌ای تغییر تابع f نسبت به متغیر x به‌صورت زیر است: 

 f آهنگ لحظه‌ای تغییر تابع 
x x x x

f (x) f (x ) f (x x) f (x )ylim lim lim
x x x x∆ → → ∆ →

− + ∆ −∆
= = =

∆ − ∆

  

0 0

  آهنگ لحظه‌ای تغییر تابع f نسبت به متغیر x در نقطۀ A، به زبان 
ساده همان شیب خط مماس در نقطۀ A است. 
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